Chapitre 4 : APPROXIMATION
POLYNOMIALE
D'UNE FONCTION

Introduction

Les polynomes font partie des fonctions les plus simples qu'on ren-
contre en analyse. Leurs valeurs en un point sont aisément calculables
par des opérations algébriques élémentaires. Dans ce chapitre. on cherche
a approcher une fonction par un polynéme ; et si la différence entre la
fonction et son polynéme d approximation est assez petite. alors en peut
dans certains cas pratiques remplacer les calculs sur la fonction. par des
calculs sur son polyndme associé.

Il existe plusieurs maniéres d approcher une fonction par des poly-
némes. suivant l'usage qu'on veut faire de cette approximation. Dans
certains cas, la fonction considérée est définie par une expression ma-
thématique ou. plus fréquemment. par une suite de valeurs prises en
des points distincts z,, f, = flz,).i € {0.1,2... . n} (f est dite alors
échantillonnée ou discrétisée).

Pour de nombreuses questions, il est alors utile d approcher f par une
fonction polynomzale P convenablement choisie tel que P(z,) = f;. pour
i = 1,2.....n. Cette approche peut étre réalisée soit sur un intervalle
[a. B]. soit sur un voisinage d un point xro.

4.1. Approximation polynomiale sur [a. 0]
4.1.1. Interpolation (méthode de Lagrange)

Soit f une fonction définie sur l'intervalle [a,b]. Connaissant les va-

leurs fo.. .., fn. de f aux points . ... . r,. de [a.b] on cherche un po-
lynome P, de degré n tel que
Py(z,) = f(x,) i=1...n.

Ces équations déterminent le polyndéme P,. appelé polynéme de La-
grange. En écrivant P, sous la forme:

Py(r) =ap(r—z1)(r—z2) - (x—2p)+ar{z—xo)(x~z2) - - - (x—p)

4 an (e — '7:0)(1'_ ry)- (I —Tp-1)



90 Approximation polvnomiale d 'une fonction

on obtient le systéme d’équations :

Py(z0) = ao(ro —x1){xo — x2) ... (xo—1p) = fo

P (xy) = ap(vn —2g)(2p — 21) - (&p — Tn-1) = fn

qui détermine les coefficients ag. a;. ... . ay,.

En introduisant les polynémes

o

&

Il
-
pousd
=
=

=0

Eremple — Donner l'interpolation parabolique (n = 2) de f(r) = sinz
sur [0.%]. Soit xg =0.2; = g et rq = g On a:

Pars) = ()= &
Py(rs) = f(g) =1
d’ou Ll(r):—l—(jx(r—g)
Lo(r) = Sule—T)
et Pa(x) ?‘(—%) (-l’—g)-l—%.l’(.l‘—g)

4.2. Approximation polynémiale
au voisinage d’un point rj:
Polynoéme de Taylor

Soit f: I C = — = et 2o € I. On sait que si f est dérivable en xq.
elle peut étre approchée au voisinage de rp par une fonction affine > (un
polynéme de degré 1):

w(x) = flxo) + (&~ 20) f'(x0)
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avec,
flzo) = v(xo) et f'(z0) = ¢'(20).

Plus généralement on cherche. dans le cas ot f est dérivable en g
jusqu'a l'ordre n. n > 1. un polyndéme P(r) de degré < n tel que:

P(zo) = f(zo),  P'(zo) = f'(zo)....  PU(xo) = f7(x0).
En écrivant ce polynéme sous la forme
P(x) =ap+a)(z —x0) + az(zx — ro) 4+ an(z — z0)"
on voit que la dérivée k*™¢ de P(r) s écrit:

Plk)(x) = klag + (¢ — zg)r(x). v(zg) #0

d'ot PR (zg) = klay = f*)(xg). Le polynome cherché sécrit donc:

P(z) = f(z0) + f'(xo)(x — 20) + f"(ro)%%* L
(x —0)?

+ "N (zq) o

Ce polynéme est appelé polynéme de Taylor de degré < n engendré par
Jf au point rg et sera noté P,(r) = T, f(x.xp) ou T, f simplement.

4.2.1. Exemples
1) flz) = e

a

2
Tnf(eo)=l+a+ =+ -+
2! n!

n

2) f(xr) = sinr:on a fEFTU0) = (=1)F et f2%)(0) = 0 pour tout
entier k. Do

30 xr' pintl
T‘),—, . =r— — — - — V.
3) f(e) =cosr. On a de méme
2 p4 8 22n
T?nf(-l'-o):l—a‘{'ﬂ—a-l'"'-}-(—l)n
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4.2.2. Remarques

1) Les formules suivantes, facilement vérifiables, permettent de cal-
culer de nouveaux polynémes de Taylor, a partir d'autres, connus. Les
polynémes de Taylor qui suivent sont engendrés au méme point rg.

a) Propriété de linéarité
T2 (Af + ng) = AT (f) + nTa(g)-
b) Propriété de différentiation
(Tnf) = Ta-alf).
c) Propriété d’intégration

La primitive de T, f qui s’annule pour & = x est égale & T,,11(g). ou
g est la primitive de f qui s’annule pour z = ry.

2) Soit P, un polynéme de degré n > 1.
Soient f et g deux fonctions dérivables & I'ordre n telles que:
f(z) = Pa(z) + (x — z0)"g(2)
ou lim g(x) = 0 alors T, (f) = Pa(x).

r—ro

4.2.3. Exemples

On sait que
1 .l.n+l

— =l4r+r4 4"+ pour r # 1
l—=x 1-=x
comme lim £ = 0, d'aprés 4.2.2.2)
r—0
1 2 n
Thl—— | =14z+x"+  +r (1
1-=
et daprés 4.2.2.c) (1 -z > 0)
PRI RS
Tn+1[—111(1—l’)]:l’+g+§+”‘+(n+1)! (2)
si dans (1) on remplace r par —r>. on a:
1 I2n+1
:1_2 4 _171 Qn__ln
1+ 2 R e T ( )1+x'-’

donc

et d'aprés 4.2.2.c)

n & _l,2k+1
Toni(Aretgz) = 3 (-1 5.
k=0
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4.3. Formule de Taylor

Dans ce paragraphe nous examinons l'erreur dans l'approximation
d’une fonction f par son polynéme de Taylor T, (f).

Soit En(z) = f(x) — T, f(x). Le théoréme qui suit donne une expres-
sion de Ey, (). C’est une généralisation du théoréme des accroissements
finis.

4.3.1. Théoréme de Taylor

Théoréme : soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle I de
IB. On suppose, n étant un entier naturel donné. que f et ses dérivées f’,

f", ... fO sont définies et continues sur I, et f*+1) est définie sur J.

Pour tout couple de points a. .3 de I il existe un réel 7. a < v < I si
a< F,ouf<y<astd<atel que:

1!
+Mf(n)(a) +

n!

3 —a n+l
Goaltl (n+)1)! fo0 () (1)

Démonstration — On pose:

r—a
1!

fla)+ -+ (I_—a)nf(n)(a)

n!

Ropa(x) = f(z) — | fla) +
on remarque que:

Raji(a) = Ryyyfa) = ---= R (a) = 0.

D’aprés le théoréme des accroissements finis généralisé (3.4.3), il
existe 41 compris entre a et 3 (ou entre J et a) tel que:

Rp41(6)  _ Bn41(J) = Rnyi(a)
(8 — a)nt? - (3 — )+l — Qn+l

Roii(a) = Rpq(3) R, 11(71)
Ortl — (3 —a)**t! — (n+1)(y —a)?

(sta< 3)

De méme 1l existe 7o compris entre a et ;3 ou entre 41 et a tel que
Ro41(3) _ R i1(n) _ R, 1(01) — Ry ()
(B=a)™*t (n+1)(s1—a)" (n+1)(31—a)"—O"
_ /n+1(a) “R;z+1(‘rl)
O" = (n+1)(h1 - a)"
B {rz/+1(‘72)
Cn(n+1)(2 —a)tt

(st a <n1)

(s191 < a)
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En itérant ce processus jusqu'a n + 1 on aura

Ry1(3) _ f(n+1) (n+1)
(3 —a)ntl - (n+1)!

ol Jn4+1 est compris entre a et J ou J et a; d'ou la formule (1) du
théoréme.

4.3.2. Remarques
1) La formule (1) de 4.3.1 est appelée formule de Taylor (ou de Taylor-

3= n+41
2l fe (o) et

Lagrange) a l'ordre n + 1 et le terme Ry41 =

le reste de Lagrange.

2) Il en existe d autres formes du reste. Mentionnons pour le moment
la forme de Cauchy : il existe un nombre 6, 0 < 8 < 1, tel que

FH (1~ B)o +63)

Ropy1i=(1-18)" D)

(3_ a)n+1

3) en posant 3 = r la formule de Tavlor sécrit :
(x — a)?t!
(n41)!

ot T, f(z,a)est le polvnéme de Tavlor associé a f. au point a.

fle) =Tnf(z.0) + FtY ()

1) en posant r =a+h ety =a+6h 0 < 6 < 1. On peut écrire:

pr+l
(z +h) Z .f (7+—1)!f("+1)(0 + 6h).

Sia =0 et h =z on obtient la formule de Mac Laurin-Lagrange.

n P pntl ,
:ZFf(P)(OH(nH)f gry 0<8<1

5) si la dérivée d'ordre (n + 1)de f satisfait les inégalités
m < fUt() < I

dans un intervalle contenant a. alors pour tout point r de cet intervalle
on a les estimations suivantes du reste

_ =™y
Rn-{-l(I) - (n‘l' 1)[ f (C)
(r—a)"t! =gttt
ITZWSRTI.Fl(I)SJ[m s1r > a
_ n+1 _ A\n+1
mgu)—- < (=1)"MRup(x) < J[Lg)— slr<a

(n+ 1)t — - (n+ 1!
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Exemples

1) Calcul du nombre e.
Sif(r)=eT eta=0ona:

n N r
o i N Pl o(62)
- 8| ! '
k=0 A (n+ 1)
_ ottt (e (8r)
Posons Ry11(x) = ¢ e!™. Sur [0.1Jonal <e™/ <e <3
D'ou
‘l,n+l 3_1,n+1
—— < < — .
(n+ 1! < Roale) < (n+ 1!

Pour x =1o0n a:

1 3
< Rpp1(l) < — .
(n+ 1) = +1()<(n+1)!

n 1 .
e:ZH+R”+1(1)' ou
k=0

Ceci nous permet de calculer le nombre e avec une précision fixée a
I'avance. Par exemple pour calculer e avec sept décimales exactes 1l suffit

de choisir n, tel que: m < 510_8 :n =12 convient.

2) Irrationalité de e.

Daprés l'exemple 1) on a

1 3
(71+1 ZIT n+1

en multipliant par n! on obtient

1 <l i n!< 3
nle— —
n+1~ k—ok! n+1

< $1 n>3 (1)

»Jaluﬂ

si e était rationnel, on pourrait choisir n assez grand de sorte que n! e soit
n

. n: . . o
un entier et comme Y, T est un entier. (1) exprime que la différence de
k=0 K-

. e 3 .
ces deux entlers est un nombre positif qui ne peut excéder —, ce qui est

impossible. Donc e est irrationnel.

4.4. Développements limités

On a vu dans ['étude de la formule de Taylor que certaines fonctions
peuvent étre approchées par des polynomes.
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Plus précisément, si f. f'. ... f") sont définies et continues dans un

voisinage de 0 et f(**1) existe et est bornée dans ce voisinage. alors dans
ce voisinage, f(x)} s'écrit sous la forme:

f(z) = Pa(r) 4+ 2"¢(x)

pf gy _
W avec }1_%6(1’) =0.

o . . r
Les conditions entrainent que lim G

r—0 n(.l‘)
et P,(z) sont équivalentes au voisinage de 0: autrement dit. f et P, ont
la méme configuration au voisinage de 0.

ol Py(x) =T, f(x) et e(x) =

= 1. On dit alors que f(r)

Nous allons dans ce paragraphe faire une étude systématique des
fonctions équivalentes & des polynémes au voisinage d'un point. On dira
alors qu’elles admettent un développement limité en ce point.

4.4.1. Infiniment petits et infiniment grands

Définitions — Soit f une fonction numérique de variable réelle. définie
au voisinage de g (éventuellement on peut avoir zp = +x oury = —x).

— Si lim f(z) = 0. on dira que f(x) est infiniment petit (notation:
I1.P) au \gg;}lage de rog.

— Si lim f(r) = +2 (resp.—ac) on dira que f(r) est un infiniment
grand (n;t—a)‘fioon: 1.GG) au voisinage de xg.

— On dira que f(z) et g(z) sont deux I.P. (resp. [.G.) simultanés

au voisinage de &g sl

lim f(z) = lim g(z) =0

r—ro r—ro
(resp. lim g(r) = lim f{r) = x).
Ir—=Ig r—rg

— On dira que les deux I.P. (resp. 1.G.) f(x) et g(x) sont de méme
f(z)

ordre au voisinage de zg s'il existe un réel différent de 0 tel que lim =
=0 g(x)

a.Sia=1. on dira que f et g sont équivalentes au voisinage de zy (no-
tation f ~ g).

Exemple: (sin.r)? et 327 sont deux I.P. de méme ordre au voisinage de 0.

Définitions — Lorsqu’on étudie des fonctions :

: . 1 .
1) au voisinage de 0, x (resp. —) est appelé I.P. principal (resp. I.G.
r

principal) :

ii) au voisinage de 1’infini: z (resp. —) est appelé I.G. principal (resp.
x

I.P. principal) :



Développements limités 97

ii1) au voisinage de zy € X : (r — xg). (resp. ) est appelé I.P.

r — Ip
principal (resp. I.G. principal).
Si f(z) est un I.P. (resp. I.G.) et a VI.P. (resp. I'[.(i.) principal,
f(x) dite d’ordre p par rapport & a si les deux I.P. (resp. [.G.) f(x) et

aFf sont de méme ordre. c'est-a-dire si l'on a:
. flx
hm—(—):a. avec a# 0.
ol

Dans ce cas. f(x) ~ aal et aa? est dite partie principale de f(x).

4.4.1.1. Exemples

1) sin(x — o) est un [.P. d'ordre 1 par rapport & r — ry au voisinage
de L.

i1) 1 — cos xest un [.P. d'ordre 2 par rapport & & au voisinage de 0.

) Si1 <p<n byr +byg2™ P+ 4 byaf est un I.G. (resp.
I.P.) d'ordre n (resp. d’ordre p) relativement & r au voisinage de l'infini
(resp. de 0). sa partie principale étant b,r" (resp. bpz? ).

4.4.1.2. Remarque

Cette notion d « ordre » d'une fonction ne s’applique pas & tous les
I.P. (resp. I.GG.). Par exemple a” est un I.G au voisinage de +>. mais

) a” 0 sta <1
Vp>1. hm — = T
r—+oc P +x sia>1

par suite on ne peut parler de son ordre.

La notion de développement limité d'une fonction au voisinage de
rp généralise la notion d'ordre. dans la mesure ol la fonction n'est pas
nécessairement équivalente a une expression de la forme a(r —ro)¥. mais
4 un polynéme en r — xg.

4.4.1.3. Comparaison de fonctions

Définition — Solent S ~ xg. f : S — = et g S — = deux fonctions
sur S. On dira que g est négligeable au voisinage de ro devant f et
I'on notera g = o(f) s’il existe une fonction ¢ définie sur S telle que
g(x) = flx)e(r) avec lim ¢(x) = 0.
r—0

Propriétés :

— Si g =o(f) et h =o(g). alors f = o(h).

— Si g = o(f) et si h est bornée alors gh = o(f).
Eremples:

— 2"t = o(2™) au voisinage de 0. si n €17



98 Approximation polvnémiale d une fonction

— Si a > 0. alors Log & = o(x?) au voisinage de +x.

— St p €17, alors x” = o(e”) au voisinage de +x.

4.4.2. Développements limités au voisinage de 0
4.4.2.1. Définition

Soit f(r) une fonction numérique a variable réelle définie dans un
voisinage de 0 (sauf peut-étre en 0). On dira que f(x) admet un déve-
loppement limité (notation D.L.) d'ordre n au voisinage de 0 s’il existe

un intervalle I de centre 0 et un polynéme P, de degré < n tel que pour
tout r # 0. élément de . on ait:

| f(z) = Po(a) + e(2)a™.]

ol s: ] C = — = vérifie: lin}) e(x) = 0. P,(z) est appelé partie réguliére
r—

du D.L. et e(x)x™ le reste (ou le terme complémentaire).

Dans toute la suite. la notation €(z) ou ¢, (x) désigne un infiniment
petit au voisinage de 0.

4.4.2.2. Propriétés
1) Si f(x) admet un D.L. au voisinage du 0. et si la partie réguliére

P,(z) est non nulle. alors f(x) est équivalente a P,(x) au voisinage de
0. En effet si

Po(r) =ape" +---+af  0<p<n (2°=1)

ona:
flz) _ x"e(z) _ " Pe(x) i
Pn(-l')_ (ln.l‘”-}—---—)-ap.rp_an,rn—p+...+ap
n-—p
et lim " Pe(z) =0.

=0 ap L™ P4 - tap

Remarque: il faut s'assurer que le polynéme a,z" 4+ -+ apxF est non

nul. Par exemple si f(z) = e~1/7%, FEN0) =0 Vk. f admet un D.L.
d’ordre n pour tout n € I¥ avant pour partie réguliére le polynéme nul
@. Cependant f(r) est différent de 0 pour tout r € K, d'ont fz) n'est
pas équivalent a ©.

2) Si f(z) admet un D.L. d'ordre n au voisinage de 0. elle admet au
voisinage du méme point. un D.L. d'ordre g¢. si ¢ < n. Soit en effet

fle) =ag+ a1+ 4+ a,e” +27¢(r).
On peut écrire

fl) =ao+are + -+ age? + 29 [agprz + -+ an 2" 79+ 2" Ye(2)]

En posant e1(r) = agy1x + -+ a,r" "9 4 r*"9¢(r). on obtient

fle)=ag+are+ - -+ agr? + e1(r)2?.
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Ainsi si P, (x) est la partie réguliére du D.L. & l'ordre n de f(x), on
obtient la partie réguliére du D.L. & l'ordre ¢ de f(x) en supprimant les
mondmes de P,(r) de degré strictement supérieur & ¢: on dit qu'on a
«tronqué » P,(x) a l'ordre ¢ et on la notera Dg(P,(z)).

3) Si f(z) admet un D.L. & l'ordre n(n > 0) en z = 0, la fonction
n'étant pas supposée définie en * = 0, on a lun flz) = P (0), et l'on
pourra prolonger f par continuité en 0 en posant f(0) = P,(0).

Alnsi f(z) = sin% n’a pas de D.L. en 0. par contre rsin 1 + admet un
D.L. d’ordre 0 au voisinage de 0 avec Py(0) = 0.

4) Soit f une fonction définie au voisinage de 0 et continue en 0. Si
f admet un D.L. & l'ordre n(n > 1) en 0. alors f(z) est dérivable en 0

et f/(0) = P,Q(O).
A1n51 rsm n'admet pas de D.L. en 0 d'ordre n > 1, par contre
r?sin ; admet un D.L. d'ordre 1 en 0 avec P;(0) = 0.

3) Si f(x) admet un D.L. d'ordre n en 0. alors sa partie réguliére
P, (x) est unique.

En effet si
f(2) = Pafz) + 2" ¢(a)
= Qn(z)+2"€(x)
avec Py(x) = a2+ -+ ap et @u(x) =byx” +---+bg.on a:
anx™ 4+ - Fag+xe(x) = by 4+ -+ bg+ 2 ()

en faisant tendre r vers 0. on obtient: ag = bg: d'out en simplifiant par
ag et en divisant par r les 2 membres on a:

ane" T e T e () = b T by 2" e ().
on montre comme ci-dessus que a; = by.

En répétant ce processus on démontre que a; = b, pour i = 0.....n.
Application

— Si f(z) est une fonction paire les termes de degré impair dans
P, (z) sont nuls. En effet si f est paire. on a:

flx) = Po(x) + 2"¢(x)
fl=2) = Pa(=2) + 2" [(=1)e()]
= Po(=2) + 26 (2)

De P,(x) = P,(—x) on déduit le résultat.

— De méme si f est impair, les termes de degré paire dans Py,(x)
sont nuls.
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4.4.2.3. Développements limités obtenus & partir
de la formule de Mac-Laurin

a) Si f.f ... f) sont définies et continues dans un voisinage 15 de
0 et si fi"T1) est définie et bornée dans V5. d'aprés la formule de Mac-

Laurin on a:
f(z) =T, f(z.0) + 2"¢(x)
z

N — (n+1)
ou e(z) = (n+1)!f (fzx).
Par suite f admet un D.L. d’'ordre n en 0 et sa partie réguliére n’est
autre que son polyndéme de Taylor & I'ordre n en 0. On dira que le D.L.
de f @ Uordre n est obtenu a partir de la formule de Mac- Laurin.

b) On suppose que f admet un D.L. 4 1'ordre n obtenu par la formule
de Mac-Laurin. La fonction dérivée g = f’ vérifie les hypothéses de a) a
l'ordre n — 1 d'ott

n—1
9(2) = 9(0) +2g/(0) + -+ g TVO) 2 e (a)
En revenant a f:
n—1
J(@) = F(0) 4+ f () b o fU0) + e e )

On peut donc conclure: si f admet un D.L. d'ordre n. f' admet un
D.L. d’ordre n — 1 et sa partie réguliére est obtenue par dérivation de
la partie réguliére du D.L. de f. On retrouve la formule (T, f) = T, f’
(Remarques 4.2.2 b).

De méme toute primitive F' de f vérifie les hypothéses de a) & 'ordre
n+1.dou

.l‘n+1

(n+ 1)

F(r)=F(0)+ 2F'(0) +---+ FOHD(0) 4 27+l eq ().

En revenant a f:

2 n+1
Fle) = F(0)+2£(0) 4+ 5 £/ 00+ 4 5 700 4 2" Heaa)

donc: si f admet un D.L. d’ordre n. toute primitive F de f admet un
D.L. d'ordre n + 1 et sa partie réguliére est la primitive de la partie
réguliére de f qui pour x = 0 prend la valeur F(0). On retrouve la
propriété c) de 4.2.2.

4.4.2.4. Exemples

D apreés les exemples 4.2.3. on a:

1
1) ﬁ:1+r+xg+---+x”+r"e(1@)
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on en déduit par dérivation :

TSE =142r4+3r4 - +ne" "L+ 2" e ()

1
1+=2
on déduit par intégration :

2) de

=l—r4ri4+ 4+ (=1)"2" +z(x)

In(l+z)=1= I2+13+ + ( 1)"In+1+ e

=r——=4+ =4+ - -+(- 2T eq
2 73 n+1 (%)

3 d 1 =1 2 4 1" 2n 2n

) de T3 —r 44+ (1) + 2 ea(x)

on déduit par intégration :

p)
l‘3 .l‘5 ‘l,_n+1

Arctgr =r — T + 5 o4 (_1)n2n — + 22 ey (1)
4) on obtiendra de
LA z?nt 41
= — . - n
A T T TS I
le D.L. de:
_l‘r) 4 3n R
Ch'l_1+2 +j+ +(2—n)!+.l‘ eg(x)

3) Soit a € @ et f(x) = (14 x)°.
fley=al+2)t f(0) =a.
flle)=cla=1)1+2)*"%  f(0)=ala~-1)

d’on
a—-1) , —-1)...(a— 1
(1+x)° —l+or+_(2 Hpey yolo=l ,(0 L )1‘”+1’"6(I)-
! n!
avec lim e(x) = 0.
r—0
1 1

6) En intégrant l.es développements de T Ui obtenus en appli-
quant 3). on obtient :

. 3 1.3-5 . (2n — 1) p2n+l
Arcsmr:r-{-%+...+ 5 i 6( 7.72n )2n+1+£2n+161(r)
z® 1-3-5...(2n— 1) r2+!
A I = —_— _n" In+1
rgshe =+ 5 + +(-1) 2.1-6. 9n 2n+1+£ e1(x)
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4.4.3. Opérations sur les développements limités

Si f (resp. g) admet un D.L. d'ordre p (resp d'ordre ¢) alors f et g
admettent un D.L. d'ordre n = min(p.¢). On supposera dans la suite
que f et g admettent un D.L. de méme ordre.

4.4.3.1. Somme
Soient

flz) = Po(x) + 27 €(x). avec lime(x) =0

r—0

et glz) = Qn(x) + 2"er(2). avec lin})q(r) =0.
r—

Ona: f(r)+g(x) = Palr) + Qnlr) + 2" (e(r) + e1(r))
= Py(&) 4+ Qn(x) + a"ea(xr) avec limea(z) = 0.

r—0

Dou: si f(z) et g(x) admettent un D.L. d'ordre n au voisinage de 0.
f(r) + g(x) admet un D.L. d'ordre n au voisinage de 0. dont la partie
réguliére est la somme des parties réguliéres des D.L. de f(x) et g(x).

Exemple :
Irz
F=ltrdt i bata)
n
e“r:1—.l‘+"'+(_1)n_'+‘rn€2('[)
n!
d'otl
22
e"+e_1:2+2<i)+- ( )‘*’1 €32
et +e” T 2’ x?"
che= —5— =145+ +(2n)+r64()

4.4.3.2. Produit

Si dans un polynéme P(xz) de degré < n on supprime les termes de
degré > ¢. on obtient un polynéme @Q(x) de degré < ¢g: on dit que l'on a
tronqué P(x) & l'ordre ¢. et on écrit: Q(r) = Dy (P(r)).

Soient

flz) = Po(z) + x"e(x). avec lime(x) =0

r—0
et
g(z) = Qn(z) + 27e (). avec lincl) €1(x) = 0.
T—
On a

f(z)g(x) = Po(x)Qn(r) + 2" (e(x)Qn(2) + e1(x)Qn (2) + " e1(x)) .
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Si on pose

('n(I) = D, (Pr ('l)Qn(I))

fle)g(x) = Cp(2) + 2"ea(x). avec limeg(z) = 0.

r—0

Dou: si f(r) et g(x) admettent un D.L. d’ordre n au voisinage de 0.
alors f(r) g(x) admet un D.L. d'ordre n au voisinage de 0, dont la
partie réguliére est égale au produit des parties réguliéres de f(r) et
g(x). tronquée a l'ordre n.

Exemple: Donner un D.L. de f(z) = (22 + 2%+ 1)In(1 + z) & I'ordre 4

ln(l—}-r):11—%4_%_‘%_*_1,461(;[)
d’ou
f(x) = Dy (1+x2+r3)(1—§+§_§) + 2%ea(r)
f(I)ZI—i+£+ﬁ+x4eg(I).

2 3 4

4.4.3.3. Quotient
fle) = Py(x)+ x7e(x):
9(2) = Qu(x) + 27cr(r). avee lim g(x) = Qn(0) # 0.

On peut diviser P, () par @,(r) a 'ordre n. suivant les puissances
crolssantes :

P.(r) = Qu(2)Dp(r) + 2"t R(x) avec degré D,(zr) < n.

Dou
Flz) = (g(x) — e1(x)x") Dy () + 2" R(2) + 2"¢()
= f(x) = g(x) Dn (r) + 2" e2(x).
= /) = Dy(x) + 27es(z)

Si f(x) et y(xr) admettent un D.L. d'ordre n au voisinage de 0. et si
lin})g(r) #+ 0 alors = admet un D.L. d'ordre n au voisinage de 0. dont
ro

la partie réguliére s obtient en divisant suivant les puissances croissantes
a l'ordre n. la partie réguliére du D.L. de f par la partie réguliere du
D.L. de g.
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Exemples:
1)
shr:x+§—?+§+r5€(r)
chr = 1+§+%+l‘561(1‘)
d'ou
thr =r+ _ 21.5 + rPea(r)
3 1
2)
73

sinr =xr — G + 23y (2)

Log(l4+ z) =z — % + % + r3eq()
sin = % + 236, (1)
Log(l+z) r— b4 23 (x)

4.4.3.4. Développement limité d'une fonction composée

On considére une fonction u(x) admettant un D.L. au voisinage de
0 d’ordre n. avec lin}) u(r) = 0. et une fonction f(u) admettant au voi-

Ir—r X
sinage de u =0 un D.L. d’ordre n:

u(r) = By (o) + e (), B,(0) = 0.
flu) =ao+aru+ -+ au” + u'e(u).

Posons: F(x) = f(u(r)): on a:

F(r)=ao+a; (Ba(z) + 21 (2)) + - + an (Bp(2) + r"e(2))"
+ (Bn(z) + 2 er(x)" e(u(x)) (1)

On montre par récurrence. en tenant compte de B, (0) = 0. que:

(Bn(z) + I"el(l‘))k = (Bn(.r))k 4+ r"e (). avec lim ex(r) =0

r—0
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le terme complémentaire de (1) devient
(Bn (2) + 2" e1(2))" € (u(x)) = (B ()" € (u(2)) + 2" en(x)e (u(z))
(2)
comme B(0) = 0. alors (B, (r))" = 2"Q(r) et

(Bn(2))" € (u(x)) = 2" Q(x)e(u(x))

et comme lim ¢ (u(r)) = 0. on peut écrire:
=0

(Ba(x) + 2" er(x))" e (u(x)) = 2" (). avec }1_13(1) e'(r) = 0.

Finalement (1) s'écrit sous la forme:

2

F(-l’) = ap +aan(1‘) + d» (Bn(.l’)) + - 4a, (Bn(.l’))n + Inell(z)

(3)

avec lim ¢’(x) = 0. D'ou:
r—=0

F(r) = Py(x)+ 27" (x). (1)

ou P,(x) = D, (Zn: ak (Bn(r))k> et lim ¢"”’(r) = 0.

k=0 r—0

D'ou la régle : La partie réguliére du D.L. de F(x) s'obtient en rempla-
¢ant u. dans la partie réguliére du D.L. de f(x). par la partie réguliére
du D.L. de u(x). le tout tronqué a l'ordre n.

Exemple 1— Développement limité d ordre 3 de F(r) = /1 + In(1 + )
Posons u(r) = In(1 + 2)

3
u(lr) =r— % + % + e (x)a® = Bs(r) + 3¢ (2)
2 3
flu) =143 = 2+ 15 + v’
d'ou F(z) = Ds (1 n Bsz(‘r) - (33?))” + (le(g))s) + 23(x)
2 - .3
Flo)=1+73 - 3; + 1;; + %)

Exemple 2— Développement limité & 'ordre 4 de G(x) = Logcos r.

2 4

cosr=1-— —2—!+ %+r461(1‘) =1+ u(x).
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r® rt
avec u(r) = T +j+‘t tei(x)
dou G(x) = Log (1 + u(r)): lim u(z) = 0.

r—0

En appliguant la régle du D.L. d'une fonction composée a G(r) =
g(u(xr)) avec g(u) = In(1 + u). on obtient :

22 gt
i:OUCObI =-5 - §+I €3( )

4.4.4. Développements limités aux voisinages de
1o # 0, et de ’infini
4.4.4.1. Définition

Une fonction f(z) admet un D.L. d'ordre n au voisinage de rg. sl la
fonction F(x) = f(r — zg) admet un D.L. d’ordre n au voisinage de 0.

Remarque: si f(r) admet un D.L. d’ordre n. on a:

F(e)=ag+ a1z + - -+apx™ +e(r)x”. avec lime(x) =0

r—0

T

fle)=ag+ai(e—wo)+ -+ an(x —20)" + (¢ — 20)"e1(r — 2o)
lim e1(x —20) =0
r—=ro

D'ou: f admet un D.L. d’ordre n au voisinage de rg si et seulement si

flry=ap+ai(e —20)+ -+ an(z — 20)” + (& — zg) e {x — o).
avec lim ¢;(xr — xg) = 0.
T=>Tq

Exemple: Donner le D.L. 4 I'ordre 3 de f(r) = e* au voisinage de xo = 1.

F(z)=f(14 ) =€t

9

el‘”:eef:e[l—i—x%—f--l-?—}—r €1(x)
r~1)?% (r-1)3
( ) +( )

5 3 +(r = 1)3%€(x = 1)].

d'ouerze[l—i-(r—l)—{—

4.4.4.2. Définition

Une fonction f{z) admet un D.L. d'ordre n au voisinage de l'infini.
si la fonction F(r) = f(%) admet un D.L. d’ordre n au voisinage de 0.
S’il en est ainsi on a:

Fle)=bo+bir+ - +bx" +x"c(z).  avec lime(r)=0

r—0
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d’ou
b b, 1 1 : 1
Flz) = bo + i oo 24 Ze(2). avec lime(=)=0
n "t o r—oc r
r? —
Exemple: D.L. de f(r) = ———— d’ordre 2 au voisinage de |'Infini.
—_— r? 4+ 2r

Fo=1 () = i

F(r)=(1-2%) (1 - 2r 4+ 42> + r%¢(2))
F(r)=1-2z+ 3z + 2%(z).
d'ou f(x) = —2+i+iqe(l>.
r  x? 2 \r

4.4.5. Généralisation des développements limités

Soit f(r) une fonction définie au voisinage de 0 (sauf peut étre en 0).
On suppose que f(x) n’admet pas de D.L. au voisinage de 0. mais qu’il

existe k > 0 tel que ®(r) = r*f(r) admet un D.L. au voisinage de 0.
Dans ce cas:

Hfa)y=a+ar+ -+ anz” + 2"e(x). avec lim e(z) = 0:

r—0

d’ou

flo) =z *[ag+arz + -+ a2 + x”e(r)].\

L expression ainsi obtenue de f(x) au voisinage de 0 s’appelle D.L. gé-
néralisé de f(x) au vowsinage de 0.

Exemples: 1) D.L. généralisé de f(x) = au voisinage de 0.

r—z?
f(z) n'admet pas de D.L. au voisinage de 0 ( 1i1’£I)1+ flzr) = 4+2<): par
r—+
1 .
contre rf(r) = =1l4z+ 2%+ 2%+ 1%(r). ou 11H})€(1‘) =0:
r—

l1—-=z

d'ou

fe)

H

1
—[14+r+ 2%+ 2%+ 2%(x)] .
r

2) D.L. généralisé de f(z) = cotgx au voisinage de 0. f(z)n'admet
pas de D.L. au voisinage de 0 ( lim cotg.r = +oc), par contre

r—0t
rcosr 1-— %-&-‘TT-{-I €1(x)
reotgr = — = 1'2 pr
sin x 1 -5+ % + ztea(x)
r? xt .
= reotgr =1— = — = +rle(z).on limed(z) =0:

3 45 50
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dou
23

1 3
cotgl_;—g—g-i—r e3(z)

3) D.L. généralisé de f(r) = V/72(r — 1) au voisinage de I'infini : en

posant X = % on se raméne au voisinage de (.

F(X)=f(5) = \/QQQ 1= (/%3(1 - X) = L1 X%,

X F(X) admet un D.L. limité au voisinage de 0. A ['ordre 2 on obtient :

XF(X)=1- %X — %Xi’ + X%¢(X)
F(Y—i ! X 4 Xe(X)
)= %73 e

1 1 1 1

. , 1
Le graphe de f admet une asymptote d'équation y = r — g de plus

f(x) —y est équivalent a —g, AU voisinage de I'infini. D'ou:
r

fle)—y <0 Sl.r— 42,
fle)—y>0 sl — -,

Ces inégalités déterminent la position du graphe de f par rapport a
I'asymptote.

4.4.6. Application des développements limités
4.4.6.1. Recherche des limites
Lorsque la régle de I'Hopital ne donne pas de résultats immédiats,

on utilise alors les D.L. pour trouver les limites éventuelles des formes
indéterminées.

1
Exemple 1: Trouver lim (~ — cotg r)

r—=0 \ I
1z 23 3
On a vu dans 4.5.5. exemple 3 que cotgr = — — R + r ez(x)
r 3
3
- xr &I
d’ou E—cotgrzg—g—klﬁeg(x)

et lim (—1— — cotg r) =0.

r—0 \ r
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Exemple 2: Trouver hn}(? - r)sinl” (forme 1°).
e r—

On se raméne au voisinage de 0 en posant z =1+ X

F1+X) = (1= X)T 0% = (1 - X)~ max

_ln(1-X)
— e~ smaX

X4 Xeg(X)
— e TXFXez(X)

d ot
lim f(z) = lim f(1+X) = er
X =0

r—1

. Incosarx
Exemple 3: Trouver im ———
—_— =0 Incos br

D aprés 4.4.3.4 exemple 2

atr®
Incosar = — 5 + z7e1(x)
b2 2
Incosbr = —Tx + 226 ()

.. . lncosar @
d’ou lm ——— = —
r—0 Incos br b2

4.4.6.2. Etude locale d'une fonction

Le développement limité d'une fonction au voisinage d 'un point per-
met une étude locale de la fonction et donne des renseignements sur la
forme de la courbe représentative.

Soitle D.L. de f en xqg:
flr) = ap+ a1(z — &) + an (& — 2o)" + (x — xp)"¢(z)

dans lequel a,(z — z¢)” représente le premier terme non nul. aprés celui
du premier degré. On a alors les renseignements suivants : 1) L'équation
de la tangente en My (xg. f(xo)) est:

y=ag+ ay(x— o) = flxo) + f'(xo)(x — xo).

2) Au voisinage de rg. on a: f(z) — y ~ ap(z — £o)", c’est-a-dire:

HM ~ ap(z — zp)".



110 Approximation polvnémiale d une fonction

y A
M /
M,
! H
| —
o X, x "

FIGURE: 4.4.6.2a

D’ou:

a) Sin est paire, H A est du signe de a,, et la courbe reste localement
du méme coté de la tangente (MyH) (Fig.4.4.6.2B).

b) Si n est impair, H M change de signe avec r — xg et la courbe tra-
verse localement la tangente : My est un point d'inflexion (Fig.4.4.6.2C).

yt n=2k+1
H
M,
) X, s
FIGURE: 4.1.6.2B FIGURE: 4.4.6.2¢C

Plus n est grand et plus la courbe reste localement proche de sa
tangente en My.

3) Si le développement limité généralisé de f au voisinage de l'infini
est de la forme:

1 1
flz) = a0+ a1z +a,— ¢ (—) .
r

xr

’g . . . a
Dans ce cas y = ap + a;x est I’équation de I’asymptote et le signe de %

donne la position de la courbe par rapport a l'asymptote (4.4.5)
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4.5. A RETENIR

1)Si f. f' ... f) sont définies et continues sur [a.b] et F("+1) définie
sur ]a. b[. il existe ¢ €]a. b[ tel que:

f)y=fla)+(b—a)f'(a) +--+

b—a)t!
((n—l—)l)! Frre)

2) f admet un D.L. a I'ordre n au voisinage de 0. si pour tout point
r d’un voisinage de 0 on a:

flx) = Pa(f.x) + 2"%(2)

P,(f.r) est un polynéme en r de degré < n et ¢(x) un infiniment petit
avec r.

— Propriétés: si f et g admettent un D.L. & ['ordre n:

Po(f+g.x) = Po(f.x) + Palg. x)
Po(fg.2) = Dy [Pa(f.2) x Pyly. 1))

Sig(0) #0

Pn(i..r):Qn(.r)
g

ol @ (x) est obtenue par division a l'ordre n de P,(f.x) par P,(g.)
sulvant les puissances décroissantes.

Sig{0)=0

Pn(.fog~-l'):Dn [Pn(.f~Pn(g-I))]~

3) Dans le D.L. de f au voisinage de zg (ou de l'infini).

— les termes du premier degré donnent 1'équation de la tangente
(ou de I'asymptote).

— le signe du terme suivant précise la position de la courbe.

4.6. Exercices et problémes

1) Montrer que:

I—i<sinr<r—£+£ stxr>0
6 — - 6 5! =7
22 2 rt

I_TSCOSIS1_7+ﬂ-
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2) Trouver le développement limité a l'ordre 6 au voisinage de 0 de
f(z) =1—cosz + Log(cos r).

fe)

r

Montrer que la fonction g : &+ — peut étre prolongée par conti-

nuité en 0.
Quelle est la forme du graphe de g au voisinage de 07

3) En utilisant un développement limité approprié. calculer les limites
sulvantes :
r—sinr 2(tgr —sinr) —r?

b) lim

r—0 rd

a) lim

r0ef —] —p— %

2

)1 1L ef —1
¢ rl—I}E).l‘ °8 xr '

4) Montrer que la fonction définie par f(x) = r3Logx si x # 0 et
f(0) = 0 admet un développement limité d'ordre 2 mais n’admet pas de
développement limité d'ordre 3 au voisinage de 0.

5) En utilisant la formule de Mac-Laurin. calculer v/e & 0,0001 prés.

6) a) Déterminer a et b pour que

y:xa/z’3+r?+x+1—\/r2+1+a+§

soit un infiniment petit d'ordre le plus grand possible par rapport a
I'infiniment petit principal % au voisinage de +2c. Préciser alors I'ordre
et la partie principale de y.

b) Donner un équivalent au voisinage de l'infini de
flz) ==« (\/ 24 Vet 41— Jr\/i) .
7) On consideére la fonction définie sur | — 1. +x[ par
f(z) = Log(1+ ¢)
a) Soit r # 0: montrer en appliquant le théoréme des accroissements
finis & cette fonction sur l'intervalle [0. x]. qu'il existe un nombre réel
x
ey =~1+ —v-——.
(x) * Tog (1 + 1)

b) On considére la fonction z — 6(x). Ecrire le développement limité
de cette fonction a l'ordre 2 au voisinage de 0.

¢) Montrer que # peut étre prolongée par continuité sur l'intervalle
] — 1. 4oc[. On désigne encore par 8 le prolongement obtenu. Calculer.
s'lls existent les nombres '(0) et 6'(0).

8) a) Soit f : [a,b] — P une fonction dérivable jusqu'a l'ordre n.
(n>1).

Montrer que. si f s'annule en (n + 1) points distincts de [a.}]. alors
il existe ¢ €Ja. b[ tel que ") (c) = 0.
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b) Soit g : [0.1] — & une fonction continue. dérivable sur ]0, 1] et soit
z fixé dans ]0, 1[. Trouver un polyndéme de degré 3 et une constante A
telle que la fonction h définie par

hit) = g(t) = p(t) = A (t = 3 ) (1 = )
vammhm):oh(g):&hu):&h(g):o

¢) En déduire qu’il existe ¢ €]0. 2[ tel que

3
— (T L
9(2) = 9(0) + ¢’ (5 ) + 59" ().
. . . - v’ 1
9) On considére la fonction f définie sur X par f(x) = si
r

r#0et f(0) =

Montrer que f admet une application réciproque g = f~! et que
g admet un développement limité d'ordre 5 au voisinage de 0 que 1 on
précisera.

10) a) En considérant les fonctions définies par :

f(z) = Log (1 + z%) et g(x) = Log (1 + ).
montrer que si deux fonctions sont équivalentes au voisinage d'un point,
leurs logarithmes ne le sont pas nécessairement.

b} Montrer que si les infintments petils y et = sont équivalents. les
infiniments grands Log y et Log = le sont aussi.

¢) Méme question pour z et y infiniment grands.

11) a) Soit f : I — F une fonction dérivable sur un intervalle ouvert

I de = On suppose que f'(x) = f(r) pour tout xr € I. Montrer que f
est 1ndeﬁn1ment dérivable sur /.

b) On suppose qu’il existe a € [ tel que f(a) = 0. En utilisant la
formule de Taylor. montrer que f(x) = 0 pour tout r € [.

c) Déduire de b) qu'il existe au plus une fonction vérifiant les hypo-
théses de a) telle que f(0) = 1.

d) Soit f : ¥ — = une fonction qui vérifie les hypothéses de a) et
telle que f(0) =

Montrer que pour tout x, y € =.on a f(x + y) = f(r)f(y).

e) Soit (UUp)nex la suite des fonctions définie sur = par:

Up(e) =1+ '—{—1‘2'-1- <4zl Ynell

1!

1. Montrer que ', converge simplement sur - et uniformément sur
tout intervalle fermé borné [—a, a].

o 2an+!
t lvm - l n
(On montrera que | ) < n+ 1) )
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2. On pose (&) = lim ', (x).

Montrer que la fonction £ — () est dérivable et vérifie les hypo-
théses de a) et L°(0) = 1.

3. Donner une valeur approchée de {7(0) 4 10~* prés.



Chapitre 5 : FONCTIONS
DE PLUSIEURS
VARIABLES

5.1. Rappels et généralités

5.1.1.
Soit 2" = {x = (r1,x2..... rp)/e, €=} i=1,2.....n}. On munit
2" d'une structure d'espace vectoriel de dimension n par les deux lois:

rty=(r1+y.r2atys..... In+yn) Ar = (Ari. Arg.... . Ary,)

otr = (r1.29.....70,).y=(y1.Y2.... . Yn) . A€E=.Powr i =1.2,... .n.
solent

e1=(1.0.0.....0). e = (0.1,0.....0) et ¢, = (0.0.....0.1.0....0)

1'élément de R™ dont toutes les composantes, sauf la i-éme qui vaut 1.
sont nulles.

La famille (e1.€a. ... .€,) est une base de X", appelée basc canonique.
5.1.2.
Rn

est muni naturellement d une structure affine (voir Cours d Al-
gébre), grace a l'application

X xEP BT

(ry) > F=y-2

Muni de cette structure, X" sera noté " et ses éléments sont appelés
des points. a étant un point de & . 'application

B, " 5"
me z = am

est une bijection. On dit alors que. par cette bijection. &/" est identifié.
en prenant a comme origine. a 'espace vectoriel 2". Un repére dans &"
d’origine a est un couple (a.B) ou a € & et B une base de ". Les
diverses propriétés énoncées dans les paragraphes qui suivent dans =7,
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se traduisent aisément dans le langage de 1'espace &/" grace a la bijection
8,. En particulier si a est le point O = (0,...,0). alors on identifiera

un point M de & avec le vecteur z = OJ?. Les symboles de vecteurs
de R ne seront surmontés d’'une fleche que lorsqu'il v aura risque de
confusion.

5.1.3.

A l'instar de la valeur absolue d 'un nombre réel. on introduit la notion
de norme d'un vecteur de £".

5.1.3.1. Définition
Une norme sur R" est une application
N E' s =t
vérifiant les conditions suivantes:
H)N(z2)=0 < r=0 (séparation)
2) N(Az) = AN (2) {homogénéité)
3) N(r+y) <N(x)+ N(y) (inégalité triangulaire)
Remarque: de 1), 2). 3) on tire:
[l = Tyl < He —

5.1.3.2. Exemples de norme sur X"

Six=(x1.29..... Zn).

n n 1/2

Ni(e) =3 lal No(x) =sup(la]) et &m=<2ﬁf)
1=1 1=1

sont trois normes sur R". V1. Ny, N, vérifient les inégalités suivantes:
r e k",

T NU(#) < Nale) € Ma(w)
Na(r) € Ne(z) < vaNa(z) (1)

D’'une maniére générale, on dira que deux normes NV et N/ sur " sont
équivalentes s'il existe deux réels a et b strictement positifs tels que:

aN'(z) < N(z) <bN'(x), VreBR™ (2)

11 résulte de (1) que les trois Nj. Na et N, sont équivalentes sur R™.
L'inégalité (2) permettra de constater aisément que les définitions et les
propriétés vérifiées par une fonction, dans les paragraphes qui suivent,
et énoncées a partir d’'une norme N de B", seront encore vérifiées, si on
remplace dans 1'énoncé N par une norme équivalente.

Dans la suite une norme .V sur X" sera notée || ||. On dira que 2",
muni d'une norme. est un espace vectoriel normé:; dans ce cas il sera
noté (E™. [ |]).
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5.1.4. Boules, ouverts, voisinages
5.1.4.1. Définition
Soit zo € B" (resp. mp € &), la boule ouverte de centre ry (resp.

mgp) et de rayon p > 0. est le sous-ensemble de " (resp. de &™), notée
B(xo, p) (resp. B(mg. p)), défini par:

B(zo, p) = {r € R". ||z — z0o|| < p}.
B(mg.p) = {m e ", ||me|| < p}.

B(mo. p) est indépendant de Vorigine choisie dans & . Les ensembles

Bp(zo.p) ={z € R". [z — zo|| <p
et Br(mo.p)={me o |lr—zol <p}
sont respectivement appelés boule fermée de centre rg et de rayon p et

boule fermée de centre my et de rayon r.

On dira qu'un sous-ensemble Q (resp. O de &™) de =7 est ourvert si

et seulement si:

Vee Q. 3p>0. tel que Az.p) CQ
{resp. Ym € O. Jp >0, tel que ZB(m,p) C O).

Soit rg € =" (resp. mg € &"). Un sous-ensemble de =" (resp.

&™) contenant ro (resp. mg ) est appelé rowsinage de ro (resp. mg),
s'1l contient une boule ouverte de centre rgy (resp. mg).

Remarque : Un ouvert non vide est un voisinage de chacun de ses points.

5.1.5. Produit scalaire dans R”
5.1.5.1. Définition

Un produit scalaire sur 27 est la donnée d'une application:

—n

PRt xET 5Bt

—
vérifiant les propriétés suivantes.
D op(z.y) = oy x) {symétrie)
2 plr.y+z) =l y) + plz.2) (linéarité)
3) do(z,y) = p(Az.y) (homogénéité)
4) plr,2)>0si2#0 (positivité)
Notation: p(z.y) = {(z,y) =z - y.
Une famnille de vecteurs (ﬁ. K—?_») e X_:) dans R" est dite orthogonale
par rapport a o si w(ﬁ. i_/;) = 0, pour i # j.
Une base B = (u],...,u,) est dite orthonormée (par rapport a @)

si:p(@,u)=0sii#j, i, j=1.....net p(w@.@)=1,i=1....,n
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On montre que pour un produit scalaire ¢ donné. il existe t_g)ujours des
bases orthonormées. Par rapport a4 une base orthonormée (ufi.... . u,).
I'expression de > est :

£z y) :Z-rzyz-

1=1
n n
lorsque r = Zrlﬂ_,) et y = Zy,?}.
=1 1=1

5.1.5.2. Exemples

n

1) Lapplication (r.y) — 2 -y = leyz. ou r = {xy.....2,) et
i=1

¥y = (y1. ... yn) définit un produit scalaire sur &" pour lequel la base

canonique est orthonormée.

2) Pour n = 2, I'application
(z.y) > r-y=2r11 + T1y2 + 2oy + Toy2
définit un produit scalaire sur =2

5.1.5.3. Définition

L'espace vectoriel X" est dit euclidien sil est muni d un produit sca-
laire. Soit » un produit scalaire sur =". L application

v llal] = /(e 2)
définit une norme, dite euclidienne. sur =".
5.1.5.4. Propriété

", alors on a:

Si || || est une norme euclidienne sur &
Ve,y € R oyl < lel] 1yl

le - indiquant le produit scalaire associé a || ||.

Preuve — Soit (ui.....u,) une base orthonormée de 2" Soient z =
n n

Z ;U et y= Z y,'E-) deux éléments de =".

=1 1=1

'l"y:z-l‘zyz- HIH:

1=1
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eIl = (2 9)? = (Z ) (Z y?> - (Z y>
=1 1=1 =1

n
=Dl 4 ) (el + 20y
=1

1<y

n
- Z(I?y? - QZIZyZIJyJ
=1

i<y

= Z(I?y}‘-’ + oyl = e, y;)
1<y

= Z(‘Elyj - »L'JyZ)Q >0

1<y

Do [z|[*|lyl]2 > (& - »)* ou encore ||| ly]| > |z - yl.

5.2. Fonctions de plusieurs variables

On considére =", muni de la norme.||z||= sup |z,
=12 n

5.2.1. Définition

On appelle fonction de n variables toute application

d’une partie D de =" dans =.

5.2.1.1. Exemples
1
22 + 2 ’

D={(r.y) €=/ 2"+ #0} === {(0.0)}

Df:(z.y)—

2) D={(r.y) €Z?/ —1<ry<1}).

f = (r. y) — Arcsin(ry)

) D={(r.y:)e=3 2+ y*+:2<1}

f=(ryz)—=n(l-2? -y =%

D est la boule ouverte de centre 0 et de rayon 1
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5.2.2. Limite et continuité

Soit D un sous ensemble de =™ et o € =". On dira que D est

arbitrairement voisin de rg et on notera D ~ xg. sl. pour tout £ > 0, il
existe » € D tel que ||z — rpf| < <.

5.2.2.1. Définition

Solent D C =™ et f: D — = une application. Soit ro € " tel que
D ~ rp. et soit [ € 2. On dira que f admet pour limite ! quand r tend
I et on écrira
Jim fl) =1
€D

si et seulement si Ve > 0, 3d(z. xo) > 0 tel que
(JlJe —xoll <det z € D)= (|fle) =1 < 2)

5.2.2.2. Définition

Soient D C E" et f : D — = une application. Soit rg € D tel que
D — {xg} ~ ro. On dira que f est continue en zg si et seulement si

Jim f2) = flzo)
reD~{ro}

5.2.2.3. Remarque

Les définitions de limite et de continuité pour les fonctions de plu-
sieurs variables sont identiques & celles des fonctions d'une variable. la
valeur absolue dans & étant remplacée ici par la norme ; on aura donc les
mémes propriétés sur les limites et la continuité que pour les fonctions
d'une variable.

5.3. Dérivées partielles
5.3.1. Définition

Soit & un ouvert de =" et soit f : Q2 — = une application. rg étant
un point de Q. soit u € =". On dira que f admet une dérivée partielle
en rg relativement a u si

n

lim % (fla+tu) — f(a)) existe.

t—0

Si cette limite existe. on la notera D, f(a) ou duf(a) et I'on dira que
c’est la dérivée partielle de f en xg relativement a u.

5.3.2. Remarques

1) Comme a € Q. il existe p > 0 tel que B{a.p) C Q et si |t| est assez
petit. a +tu € B{a.p): donc f(a + tu) est bien défini pour ¢ voisin de 0.

2) Posons F(t) = f(a+tu). I est définie dans un voisinage de 0 dans
S etonaD,f(a) = F'(0).
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5.8.3. Définition

Solent € un ouvert de =" et soit f : Q — = une application. Soit
a € . On appelle dériwvée partielle de f en a par rapport a la variable
r;. le nombre réel. s'il existe. D, f(a). ol ¢, est le ;-éme élément de la
base canonique (€;.....e,) de =™. On notera:

of

D..fla) = 5

(a) = fr,(a) = D f(a) = de, fla) = d f(a)

5.3.4. Remarques

1) D’aprés 5.3.1 et 5.3.2, si on pose a = (aj.....ay) alors

Delf(a):lin]f(al'a:).”"al+1.""an)‘f(al"~~ L)

t—0 t

Ainsi pour le caleul de f7 (r1.22.....2,). il suffit de dériver f comme
une fonction de la seule variable r;. les autres variables jouant le role de
parametres.

Eremple
flr.y) = Arctg % (r.y) € =" x =.
1 2 —y 1 1 r
: . = 2 " T — 9 9 o(x - : T 5
fe(r.y) ES . y(z.) ey

5.3.5. Dérivées partielles d’ordre supérieur

Si1 D, f{r) existe dans un ouvert 1 contenant a. on aura une fonction.
notée D; f. de V,, dans F définie par:

D,’fﬁ"a—>:~2
r = D, f(x)

Si D, f admet une dérivée partielle par rapport a r; en a. on définit la
dérivée partielle d'ordre 2 D,;f(a) de f en a par:

Dyjf{a) = D, (D, f) (a) = lig 210 H 1) = Pifla)

t—0 t
Notation :
sii# j. Dy(D, f)(x) = Di;(f)(x) = o (2) = fi o, ()
) HalA Ty ~ Ox; 0x, B
2
sii=j. DD, f)(z) =D,:f(x) = g J;(I) = fl.(x).
r B

De méme si les D, f(z) sont définies dans un ouvert contenant a et
admettent des dérivées partielles par rapport aux variables z en a. on
pourra définir les dérivées partielles d'ordre 3 de f en a.
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En itérant ce processus. on définit la notion de dérivées partielles
d’ordre p d'une fonction en un point : I'existence des dérivées partielles
d'ordre p de f en a suppose celle des dérivées partielles d'ordre & de f
dans un ouvert contenant a pour 1 < k < p.

Le nombre de combinaisons p a p de n éléments étant égal a n”. il v
a a priort nf' dérivées partielles d'ordre p de f.
Eremple: f(r.y) = Arctg Y Ona déja calculé les dérivées partielles

d’ordre 1 de f. Pour les dérivées partielles d'ordre 2 on a:

f~_£<ﬂ)_ﬁy‘ f~_£<ﬁ>_,iy_
P00 \or) T (@P+y?)? VT Gy \ay) T (@747

o _3 % _ y'—a? 7
VT gy \ox ) (x4 y?)? yr

5.3.6. Définition

Soient € un ouvert de =" et f:Q — = une application. On dira que:
f est de classe C° sur Q si f est continue dans €.

f est de classe C! sur Q si toutes les dérivées partielles d’ordre 1 de
f sont définies et continues dans €.

f est de classe C* sur Q si toutes les dérivées partielles d ordre p de
f sont définies et continues dans 2.

f est de classe ("> si pour tout p €17, les dérivées partielles d'ordre
p sont définies et continues sur 2.

5.4. Différentielle d’une fonction
de plusieurs variables

Soit f: Q — =.ou 2 est un ouvert de =". L'existence des dérivées
partielles d’ordre 1 de f en un point a € €2 donne la configuration de
f pour les points voisins de ¢ appartenant aux droites {a +te,. 1 € Z}.
i=1.....n.

Pour avoir des informations sur f dans un voisinage de a dans =".

on introduit la notion de différentielle de f en a. On note Z(=".=)
I'ensemble des applications linéaires de =" dans ..

On rappelle qu'une fonction f : I — = définie sur un intervalle ouvert
I de = est différentiable en tg € [ si et seulement si:

AL € Z(=.=). tel que: ¥z > 0. 3d(=.tp) > 0. tel que.
si |t —to]| < 4. alors [f(t) — flto) — L{t — to)| < z|t — to]
L(1) = f'(to) et L(t) =tf'(to).

On calque la définition de la différentiabilité d une fonction de plu-
sieurs variables f : Q@ C =" — = en un point de Q sur celle d une fonction
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d'une seule variable en considérant cette fois Z(=".=) et en remplacant
la valeur absolue dans = par la norme sur ®".

5.4.1. Définition

Soient xg € k™, Q un voisinage ouvert de xg dans X" et f:Q =5 =
une application. f est différentiable en rq si et seulement si:

3L € L(2".R) tel que: Vz > 0. 3d(s.zp) > 0 tel que
||z —xol| <8 = [f(x) = flxo) — L(z — xo)| S ellr ~ o[ | (1)

5.4.2. Proposition

Si f est différentiable en xg. alors 1'application linéaire L est unique.

Démonstration — Ly et Lo étant deux éléments de £(=.". =) qui vérifient
la propriété (1) de la définition 3.3.1. soit ¢ > 0. Il existe §(z) > 0 tel
que pour tout u € =", |[u|| < d(¢) entraine:

|f(xo 4+ u) = flxo) = Li(u)] < =|jul]
et |f(xo+ u) = flxo) — La(u)| < 2||ull.

Dou
[lull < d(2) = [Li{u) ~ La(w)] < |f(xo + u) = floo) — L1(u)]
+ 1 f(xo + u) = flxo) = La(u)| < 2z][ul[ (2)

Si L; était différent de L. il existerait 29 € =" zg £ 0. tel que L1(z0) #
8z .

La(z). On pose z = T |)|:0. On a [|z|| = J(z) et (2) entraine
<0

—_

0 < |Li(z) = La(2)| < 2¢]|=]l.
Compte tenu de la hnéarité de Ly et Lo on en déduit que
0 < |L1(20) = La(z0)] < 2¢]]20]l.

Cecl étant vrai pour tout £ > 0. on a Lq(zg) — La{zp) = 0. ce qui donne
une contradiction. Par suite L; = L.

5.4.3. Définition

Si f est différentiable en rg. I'application linéaire L de =" dans =
donnée dans la définition 5.3.1 s’appelle la différentielle de f en xg.

Notation: L = Df(xo) = d f(xo)
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5.4.4. Remarques

1) L'existence de la différentielle d'une fonction f en un point g
refléte la possibilité d'approcher f par 'application affine

z = f(zo) +d fxo) - (x — x0) = (f(z0) — d flxo) - z0) +d f(xo) - x

L'inégalité (1) de la définition 5.3.1 mesure l'erreur de cette approxi-
mation quand z est voisin de zg.

2)si L € Z(R™"R), alors

n

ZIL

=1

z)| = )| < (sup[z.[) le

<|lz||B. ou B="|L(e

Par suite si f est différentiable en rg. 1'inégalité (1) de la définition 5.3.1
entraine. en prenant £ = 1 et ||z — zo|| < 4(1):

|f(z) = f(xo)| < |L(x — 2o)| + ||z — zo]]|
< Bl — zol| + |le — xo]]
[f(z) = flzo)| < (B +1)|lz — zo] (3)

En particulier si f est différentiable en rg, alors f est continue en zq.

3) On montrera. comme pour les fonctions d'une variable, que si f et
g sont différentiables en zg. 1l en est de méme pour af + 3¢ (a.d € K)
et fgeton a:

d(af + 3g)(x0) = ad f(xre) + 8dyg(zo)
d(fg)(ze) = f(xo)d g(xo) +d f(za)g(xo)

5.4.5. Exemples

) Sif:Q C R* — X est constante (f(z) = tg. = 6 Q). alors f
est dlfferentlable en tout pomt de @ et pour tout rq € Q. d flxg) est
1'application linéaire nulle de =" dans .

2)S1 f : ™ — F est une application linéaire. alors f est différentiable
en tout point de ®" et d f(xg) = f pour tout xy € Z". Par suite, si g
est une application affine ayant pour partie linéaire f alors dg(zo) =
d f(xg) = f en tout point xg € =7

5.5. Différentielles et dérivées partielles

On étudie ici la relation entre |'existence des dérivées partielles d ordre 1
d une fonction f en un point et celle de la différentielle de f en ce point.



Différentielles et dérivées partielles 125

5.5.1. Théoréme

Solent €2 un ouvert de ®” et f : Q@ — " une application. Si f est
différentiable en ro € €. alors pour tout u € K", la dérivée partielle
duf(rg) existe et on a:

duf(ro) =d fro) - (u).

Démonstration — Soit u € =™. Si f est différentiable en xg. pour tout
£ > 0. il existe §(g) > 0 tel que:

|f(zo + tu) = fzo) — d flzo) - tu| <elltul] si|{tufl <é(s) (1)
Siu=0.alorsduflzg) =0=d f(xg)  (u).

On suppose maintenant u # 0: dans ce cas si 0 < [t| < H H alors

de (4) on tire:

flzo +tu) — flzo)
t

—df(zo) u| <

Uufj.

(5) montre alors que d f(ro) - v = d uf(zo).

5.5.2. Corollaire

Soit 2 un ouvert de =" et f : Q — F une apphcatlon Si f est

différentiable en ro € Q. les dérivées partielles ——(xzg).... . af (ro)
0.1‘1 0.[‘,1
existent et si u = (us.....u,) € 2. alors:
_of of or
df(re).u= Th(lo)-ul+arﬁ(»fo)-uz+ +arn(lo)-un
n a
= Z 8f (xo).u,
£
=1
Démonstration

d f(x0).(u) = d f(xo) Zuf

=wamuﬂ
=1

n
= Z u,de, f(rg). d’aprés 3.5.1

1=1

50
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5.5.2.1. Différentielle et champ de gradients

Soit Q un ouvert de =" et soit f : 2 — X une application. Si f est
différentiable en zy. posons. pour r # rp.

f(x) = flzo) —d flzo) - (2 —'Io).

[z = zo]

g(r,ro) =

L’inégalité (1) de la définition 5.3.1 implique: lim e(z,zo) = 0 et on
r—=rg

peut écrire

fle) = flxo) =d flxo) - (x — o) +||x — xolle(x. £o)

avec lim =(x.xg)=0 (1)
r—=ro

Comme |[z]| < Z [:] < n]|z]|. en posant

i=1

J(z) = fleo) —d fleo) - (& — &o)
Z 2" — z5]
i=1

on voit encore que lim zy(r.2g) = 0 et
r—ryg

51(1’,1‘0) =

f(z) = flxo) =d flxo) (& — z0) +Z |et — zh|z1(x. 2o)

1=1
avec lim gp(r.zp) =0 {2)
r—ro

En considérant f comme une application de & dans =. on appelle
gradient de f en 1y et on note graj f(Mg) le vecteur d'origine 1/, et

0 0

de coordonnées —f(Mo). e

61’1 a-l’n

point de €. on obtient une application

gragf Q=
M grag f(AI)

(My). Si f est différentiable en tout

gragf s'appelle le champ de gradients associé a f. En posant = (z.rg) =
g1(x.2g)(l.1.....1). I'équation (2) s'écrit :

SO0 - 100) = S - (grad QL) + POLG) | ()

avec Vlin‘ll (M. M) = 0. le signe - désignant le produit scalaire, r-y =
M= Mg
n

S e

1=1
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5.5.3. Remarques

1) Les dérivées partielles d'ordre 1 peuvent exister en un point. sans
que la fonction soit différentiable en ce point.

Exemple: La fonction f : =% — = définie par:

0 sir = (0.0)
I
=Y pour (r.y) # (0.0)
r-+y
. . . A
n'est pas continue en (0.0) : en effet. de hm flz. Ax) = T il résulte

A‘?
que f n'a pas de limite en (0.0). Par su1te f nest pas dlf‘ferentlable en
af

(0.0). Cependant les dérivées partielles ﬁ(0.0) 3y

_ ——(0.0) existent et
dr
sont toutes les deux nulles.

2) Les projections p; : =" = =. p,(r1..... r,) = x, sont des applica-
tions différentiables (puisque linéaires) et la différentielle de p, en chaque
point coincide avec p, : si l'on note d x, la différentielle de p,. on a

dr,(u) = u,.

Si f est une fonction différentiable en un point rgy. alors:

!
o)) =3 L eo)u

- dx,
n
af
= (Zj ()L<zo)dzz>< )
.. E)f
d'on ZZ; £ (ro)dx,.
3) £ (7. =) est un espace vectoriel de dimension n. Pour i = l 2....n.
dr, € L(E".2) et si(e1.....€,) est la base canonique de =", on a
0 pouri#j
drl(ej):{ p jﬁj'
1 pouri=j
on voit facilement que (dx;.dzra.....dx,) est une base de L(=" =)

On a vu que l'existence des dérivées partielles en un point pour une
fonction f ne suffit pas a assurer la différentiabilité de f en ce point.
Toutefois si la fonction f est de classe C'! sur un ouvert Q de =". alors
f est différentiable en tout point de . Plus précisément :

5.5.4. Théoréme

Soient €2 un ouvert de Z" et f: 2 — =" une application. Soit a € Q.

Si les dérivées partielles —f t=1.....n.existent dans un voisinage de

dr,

a et sont continues en a. alors f est différentiable en a
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Démonstration — Soit £ > 0. On pose r = (r;.ra. ... .rn) et a = (ay.
ds,...,an). Solent zy. za,....7,—1 et zo définis par 21 = (a1,as.....
Un-1.&p). 22 ={(a1. G2, ... . Gn 2. Tp_1. L)€t 5 = (A1.... Aok Tn—k41.
Tp_k42.....0Ip) avec 2o = a et z, = r. f(xr) — f(a) peut s'écrire sous la
forme

n

=2 () = fla)) (2)

1=1

of

£ apparaissant comme la dérivée de f considérée comme fonction de
P

la seule variable z,. les autres variables jouant le réle de paramétres. on
peut appliquer le théoréme des accroissements finis pour les fonctions
d'une variable & la restriction de f au segment joignant z,_; et z,. Il
existe alors un point y,_,41 de ce segment tel que:

of

m(yn-z+l)(-r71—z'+l - an—1+1)~

flz) = fza) =

Don ()~ fla) = 3 5 (i) s — anoi)
=1

n—i+1
=3 oL (i - a)
ot f) - f@) =Y 2 @)~ )

n 8f 8f
= o) = ())L&—GJ~(w
; (3.}:1 (9.L

dJ : g :
les létant continues en a. il existe §(z) tel que. si |[x —al|| < é(¢). on a
L

af
(?rl

of

oz, <z, i=12....n

(z) =

5. (a)

D’aprés la définition des z,. si ||r — al| < d(2). alors ||y, — al| < d{¢).
et on a 0.: 6f <z.i=1.2.....n.(3) donne:

n

glerl—al

=1

st -5 o -
< nefle —df|

Of 4.

Par suite f est différentiable en zg et Df(rq) = 8
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5.5.5. Exemples
1) Soit f la fonction définie sur 'ouvert Q = {(z.y)/z> +y > 0} de
=% par f(z.y) = y/22? + y. Déterminons la différentielle de f au point
z 1
a=(L1). fi(r.y) = ———= et fl(r.y) = —=—=. f, et f! sont
: g e = ey e
définies et continues dans §2. Donc f est différentiable en tout point de

. 2 1
Qetaupointa=(1l.1)€EQona:df(a)= L/Q—_(dz’-irady)

2) De méme la fonction f(z,y) = Arctg % est de classe C'! sur l'ouvert
Q =7=" x K et en tout point (r,y) de Q. ona:

r _rdy-—ydr
21T Ty

dflr.y) = r+

—y
1.2 + y?
5.5.6. Remarque

Si f et g sont des fonctions différentiables en un point a d'un ouvert

Q.1 en est de méme de f+g. Af(A € =). fg et f si g(x) # 0 sur €. et
)

on a:

d(f +g)(a) =d fla) +dg(a)
d(fg)(a) = fla)d g(a) + g(a)d f(a)
d(Af)(a) = Ad f(a)
d <[> (a) = gla)d f(a) :f(a)dg(a)
g g°

5.6. Différentielle d’une fonction composée
5.6.1. Théoréme

Solent © un ouvert de =" et f: € — = une application. [ un intervalle
ouvert et g : I — T une application telle que g{I) C Q.

t=(g1(t). ... . gnlt))

Soit tg € I. Si les fonctions g,. i = 1.... .n, sont dérivables en #g et s1 f
est différentiable au point a = g(ty). alors la fonction composée F = fog
est dérivable en tg et on a:

PRUER < N
Fiito) = 3 - tasito) (1)

Démonstration — On pose h(x) = f(,r)—Z(;c,—a,)gj:(a) et H = hog.
1=1 i

h
On a 807((1) =0pouri=1.....net dh(a) =0. Par suite. pour £ > 0.
7
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il existe §(z) > 0 tel que si ||z — a|| < 4. alors:

ih(x) = h(a)| < zfle — af] (1)
Les g; étant dernables en 10 il existe 3 > 0. et k > 0 tel que si |t —
tol < J.on a: |g(t) —gZ (to)] < l.|t—10| pour / = 1.2....n. Comme
lg(t) — glta)]l = suplg.(t) — g, {ta)]. i =1.... .n.si )t—iol < 3. alors

llg(t) — g(to)l] < k|t — tol. (2)

Soit 4 = 111f( f) Sijt—tol <. (1)et (2)impliquent :

|H () — H(to)| < =kt — 1ol
donc H est dérivable en tg et H’(I‘ )=10.0r

d’ou

n
=> gl
1=1

5.6.2. Remarques

1) Le symbole x désigne le changement de variables: «{z, = ¢,({) i=
1.....n}. on notera *f la fonction fog. On a alors:

*(f1 + f2) = xf1 + o *(fif2) = (xf1)(xf2).
Si f est la fonction
r, =" ==
r—=r () =g,

ol z,(r) est la i-éme composante de r. alors xx, = g, et dans ce cas
particulier la formule (1) de 5.6.1 s’écrit

dx*xr, = xdwr,.

Dans le cas général. la formule (1) peut s'écrire:

ngl 011 1))

¢est-a-dire
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Dou:
d*f =xdf (1)

2) Le calcul précédent se généralise aisément. Supposons par exemple
pour le cas de 2 variables que le symbole % indique le changement de

varlable
r=g(uv.w)
y=h(urv,uw)
*f désigne alors la fonction

xf=F (v.v.w)— fg(u.vow) h(u v.w)).

St f(x.y) est différentiable. et si g et h admettent des dérivées partielles
d'ordre 1. on a: (Théoréme 5.6.1)

OF _0(xf) _ . 0y , Oh .
ou — Ou _*f10u+*y0u (2)
et des formules analogues pour w et v. En posant
SO O 09
ou  Ou  Ou
L0y _ vy _0h
du ~ Ou  OJu

la formule (2) s’écrit :

oxf _ , 0 L, 0y
W—*(ffa—u”ya—u)

3) Si en outre g et h sont différentiables la relation (1) de 1) entraine:
sdr=d*xr=dg=ygidu+g, dv+g,dw
*dy:d*y:dh:h;du—}-hidl'-l-h;dlr

d’autre part :

dF =d*f=F/du+ F/dv+F. du

sdf =+ (frdr+ fydy) = frxdr+ f+dy
:*f;(g;du—}—g:dv-i—g;du‘)+*f;(h;du+h;dl'+h’udu')
= («frgr +xfyht) du+ (xfrgr + +fyhl) dv+ (xfrgy +*fyh)dw
=F/du+F/dv+ F,du

d'aprés (2). Dot la formule :

(dxf=xd/f ] (3)
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La formule (3) généralise (1) de 1) et condense sous une forme concise
une bonne partie du cours d’analyse.

La formule (3) s’interpréte en disant que l'opérateur * (changement
de variables) est « transparent » pour l'opérateur d (différentiation).

Eremple — Soit * le changement de variables = pcosf. y = gcos ¥,
faisant passer des coordonnées cartésiennes aux coordonnées polaires. En
appliquant (3) on a:

*F(r,y) = ®(e.0)
®,do+ Pydb =*f(deocosb — gsinfdf) + xf,(desind — gcos§d )
d'ou:
@, = (xf;)cosf + (xf,)sind
@y = (+f)(—osin6) + (xfy)(ocos f)
ou encore :
0¥, = *(ef. + yfy)
Py = *(xfy — yfz)

5.7. Formule des accroissements finis
Théoréme de Schwartz
Formule de Taylor

5.7.1. Théoréme des accroissements finis

n

Soit 2 un ouvert de =" et f: Q) — = une application différentiable
sur Q. Pour tout couple d'éléments a, b de Q. tels que le segment [a. b]
est contenu dans 2, il existe 6. 0 < 6 < 1 tel que:

_NOf

£
z:lal

f(b) = f(a) (66 + (1 - 0)a)(b' — a') (1)

Corollaire — Soit f une application différentiable sur un ouvert convexe
2 de =" Sid f(xr) = 0 pour tout z € £2. alors f est constante sur €.

Démonstration du théoréme — Posons F(t) = f(p(t)) ou p: [0.1] = Q
est définie par ¢(t) = (1 — t)a + ¢b. F est continue sur [0,1] et d’apreés
5.6.1, F est dérivable sur 0. 1[ avec

_Nf

N ; 81:,»
=1

Fi(t) = Zg—f (p(1)) 24(t) (1= t)a + tb) (b — a)

i=1

D'apres le théoréme des accroissements finis appliqué & F sur [0.1], il
existe §. 0 < 0 < 1, tel que F(1)— F(0) = F'(A)(1 —0): d'ou le résultat.
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5.7.2. Remarques

1) dans & la formule (1) s"écrit sous la forme:

F(AL) = F(Mo) = grad £(M) - oM,

ou M est un point du segment ouvert Mg, M 1].

2) Si f est une application différentiable sur un ouvert 2 de =" et si
les dérivées partielles sont bornées sur €2 . alors il existe un réel & > 0

tel que pour tout couple de points a. b de Q . [a.b] CQ ,on a:
|£(b) = fla)] < k{[b— all. (2)

97 (4

En effet soit A > 0 tel que Vz € Q . 3
T,

<Ai=1l....n La

formule (1) donne:

() = Fl@)} < AD ] |b —ay
=1
< k||b—al]. avec k = An

5.7.3. Théoréme de Schwartz. Formule de Taylor
5.7.3.1. Théoréme de Schwartz

Soit f : @ — = une application définie sur un £ ouvert de =". Si
deux dérivées partielles d'ordre p de f sont définies dans un voisinage
d'un point a € Q. et continues en a. et si elles ne différent que par 1'ordre
des dérivations. alors elles sont égales au point a.

Démonstration — Compte tenu de la définition des dérivées partielles
d’ordre p. a partir des dérivées partielles d'ordre p — 1. il suffit de dé-
montrer le théoréme pour p = 2.

Soit
f:QCcz*==
roy— flry)
S o o .
telle que ——=— et ——— sont définies dans un voisinage du point (a.b)
ordy  dyor

et continues en ce point.
0 f
dx Jy
et g(z.y) = flr.y) = Ary

h(z) =glx. b+ 1) —g(r.b).

(a.b).

Posons A =

Alu.v) = hla + u) — h(a)
=fla+ub+rv)— fla.b+rv)— fla+ u.b)+ fla. b) — Aur
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% est continue en (a, b) et aiugy(a'b) =0.
Soit ¢ > 0: il existe a > 0 tel que si |[(x.y) — (a.d)|| < a. alors
9%g 8 [dyg
‘aray(x.yﬁ 3y < )(I,y)’< c. (1)

Soit (z,y) tel que ||(x.y) — (a.b)|| < % et (u.v) tel que ||(u.v)|] < %.

On a alors ||(x.b 4+ v) — (a.b)]] < a. En appliquant le théoréme des
accroissements finis a la fonction

9g
= a( 7)
sur l'intervalle [z, b+ v]. on déduit de (1):
Og % 3
Liebt ) = eb)| < <ol
c’est-a-dire
[h'(2)] < el (2)

En appliquant de nouveau le théoréme des accroissements finis a la
fonction h sur l'intervalle [a. a + u]. il résulte de (2):

A )] = Th(a + w) — h(a)] < =[e] Ju].
Alu.v)

ur

< £. On a donc montré que lim

D'ou }
(u.t)—=(00) uv

9 f
Jy Ox

B(u.v) = fla+u.b+v) = fla+ u.b) = fla.b+ v} + fla.b) — pur.

. B(u.v
On montre de méme que:  lim Blu.v)
{u1)=(0.0) uv

Maintenant posons y = (a.b) et
= 0. Et ainsi on a:

lim Alu.v) — B(u.v)

(u 1)—=(0 Q) uv

donc A = p.

5.7.3.2. Formule de Taylor

Soit f 0 — = une fonction différentiable de classe ' sur un ouvert
Q2 de =" soient a et b deux éléments de Q tels que le segment [a. b] soit
contenu dans Q. On pose b = a + u : considérons la fonction

F:[0.1]-=
t — F(t) = fla+tu)
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D aprés le théoréme 3.6.1. F(t) admet des dérivées jusqu'a l'ordre p
continues. La formule de Mac-Laurin d'ordre p donne pour t = 0 et
t=1.

F(1) = F(0)+ F'(0) + %F”(O) + ot I%F‘\P)(H). avec 0 < 6 < 1.
' ' (1)

d

F'(t) =

(a+tu)uy,
i,

=1
n -)f
1
F{ Zz: B, aIJ(a-l—tu)u U

(2)
éj
F"(t) peut s"écrire symboliquement sous la forme : lz 9 f (a + 1‘u)ul} .
Il
1=1

of (2) a?.f . af‘“df a:’f af(l)af(l)

= e = .
dr, or? Or, BJJ a.rj or, Ox; O,
par un raisonnement par récurrence on montre qu'on peut écrire:

(p}
F®) [ZOI (a + tu)u ] .

En posant (

En posant

8f(”) 6f(r2) 8f("1>) a(T1+V‘2+ +7'p)f
X NEEE — .
01‘11 61‘12 a-rzp 3I"’~-~Brn"
1 1p

H

la formule (1) s’écrit alors:

1 n of 2
+Zal‘z 1)+§ Z_;a.l‘,(a)(bz_al) + .-
SR (»)
) X )
[z;f IS 2
e piD o

ol ¢ est un point du segment ouvert Ja. b[.
Remarques

1) Pour n = 2 et p = 2. la formule (2) s"écrit :

flea+hoyo + ) = flzo. yo) + hfi(xo. yo) + k fi(20. yo)
1., ,
5 (W7o + 0. yo + 0h) + 20k, (2o + Ohyo + 0K)
+k? fil (2o + Oh.yo + 0K)]  (3)
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2) En utilisant la continuité des dérivées partielles d'ordre 2. (3) peut
s'écrire. en posant M = (wg+ h.yo+ k) et Mo = (x0. yo):

FQM) = f(Mo) + (hfi + kf))(Mo) + %(h:’f”z + 2hk [, + k7 £]2) (o)

+ (R + k*)e(h. k). avec him  =(h,k)=0 (4)
(hk)—=(00)

(4) donne le développement limité de f & I'ordre 2 au voisinage de My =
(.l‘o . yo).

5.7.3.3. Application a la recherche des extrémums

Soit f une fonction définit sur un ouvert de =% Par définition f
admet un maximum local en My{zrg. yo). st f(AM) < f( Ay) pour tout
point 1/ appartenant & un voisinage de .\[0. Si f(M) > f(My). f admet
un minimum local.

Proposition — Si f admet des dérivées partielles d'ordre 1 en My (rg. yo)
et st /gy est un extremum local alors

felzo.yo) = fy(xo.y0) = 0.

Preuve — En effet posons hy(x) = f(z.yo) et ha(y) = f(ro.y). hy et ho

admettent un extrémum respectivement en rq et yg. Donc:

hi(zo) = fr(xo.yo) =0 et hi(yo) = £, (0. yo) = 0.

Remarque — Soit f : Q — = une application différentiable de classe

C? sur un ouvert Q de Z.?. D aprés la proposition précédente. si f admet
un extremum en Mg € Q. alors f, (Vo) et f; (o) sont nulles. Mais cette
condition n’est pas suffisante pour affirmer que f admet un extremum en
AMy. Par exemple si f est la fonction (r.y) — 23 + . alors f2(0.0) =0
et f;(0.0) = 0. mais (0.0) ne correspond pas a un extremum local.

car dans n'importe quel voisinage de (0.0). il existe des points vérifiant
flr.y) < f(0.0) et dautres points tels que f(x.y) > f(0.0).

S1 fl(Mg) et f;(J[O) sont nulles. pour vérifier que f admet un extre-
mum en M. on utilise souvent la formule de Taylor:
floo+h.yo+ k) = flro.yo)

0*f
dx Oy

(h g f(uo) + 2Rk —2 (7o) + A°() f(\fo)> + (h* + k)= (h. k)
avec lim  =z(h. k)=
TRKY=(0.0)

a le méme

0)
_ 7 L(Alp) et
o2

Pour M (ro+h. yo+k) assez voisin de My Af = f{M)-f(M

9 2 5?
signe que p(h. k) = ph=+2rhk +qk-. ou p = f) {( My). q
dx*

9? . .
r= ! —=— (o). lorsque ces dérivées partielles ne sont pas toutes nulles

Jr dy
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p(h. k) est un polynéme de degré 2 en h. 1l gardera un signe constant
si 77 — pg < 0: dans ce cas. on a:

o f(M)— f(My)>0sip>0et fadmet un minimum local en 1.
o f(M)— f(Mp) <0sip<0et fadmet un maximum local en 1.

Si r? — pg > 0. p(h. k) ne garde pas un signe constant : f n'admet pas
d’extremum en a.

Exemple — Trouver les extremums de la fonction f{x,y) = 2r + 8y —
=2y

f=2l-a): fi=42-y)

fr(Mo) = fy(Mo) =0 <= Mo = (1.2).

LMoY = =2 et [flfie = (£2,)7] (Mo) = (=2)(=4) = 8 > 0. d'on

My est un maximum pour f.

5.8. Fonctions implicites
Formes différentielles

5.8.1. Théoréme (des fonctions implicites)

Soit © un ouvert de =2 et f: ) — = une fonction de classe C'! sur
Q.

Soit I'équation f(x.y) = 0 (1). On suppose que:

1) il existe (a.b) € Q tel que f(a.b) =0,

2) fyla.b) #0.

Alors il existe un intervalle [a;. a»] centré en « et une fonction conti-
nue

Srilara] o =
z > o)
telle que: f(r.2(x)) = 0 Vo € [a1.a2] et b = f(a). En outre » est
dérivable sur Jaj.as[ et on a:

S (eop(a)

.V ay. as|.
fy e o)) T el

P ) =

» est dite fonction implicite définie par 1'équation (1).

Preuve

1) Supposons par exemple f;(a.b) > 0. Comme f, est continue. il
existe un voisinage 1V '(a. b) = [a]. a5] x[b1. b2] de (a,b) tel que fi(z.y) > 0
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l

f/

et continue sur 11’ (a.b). fl et f; étant continues dans cet ensemble.

pour tout (x.y) € 13 (a.b). La fonction (z.y} — == (r.y) est bien définie

Si 11 (a.b) est assez petit. alors il existe un réel & > 0 tel que:

fe
1y

Iy y)~ <k Y(r.y) €TV (a.b). (1)

2) D aprés le théoréme des accroissements finis on a:

fla.ba) = fla.b) + (by — b)f;(a.cQ). oll ¢a €]b. ba
= (bg — b)f;(a C'g)

Comme f;(a.c2) > 0. alors f(a.b2) > 0. De méme

fla.b1) = fa.b) + (b1 = b) fy(a.c1)
= (b1 — b)fy(a.c1). avec ¢ €]by1. 0]

d'ou f(a.b1) < 0. Comme les fonctions & — f(xr.b1) et & — f(r.by) sont
continues. il existe un intervalle centré en a. [a;.aa] C [af.db]. tel que
f(z.b2) > 0et f(r.b1) < 0 pour tout r € [a;.as).

En posant 17(a.b) = [a;.as] x [b1.ba]. I'inégalité (1) de 1) est encore
vérifiée sur V(a.h).

3) Pour tout « € [a;. as]. considérons la fonction

vr . [blbg] — =
yroe(y) = flx.y)

Pr est continue et dérivable sur [b1. ba] et on a 2L (y) = fy(x.y).

Les inégalités . (b1) < 0 et p(ba) > 0 entrainent. d'apreés le théo-
réme des valeurs intermédiaires. l'existence dun point y, € [b1.ba] tel

que 2r(ye) = 0.

Puisque " (y) > y € [by.ba]. p est strictement croissante sur
I'intervalle [b;. bs]. Don y est 1'unique point de cet intervalle vérifiant
Pr(yr) = 0.

Ainsi la correspondance r — y, définit bien une application sur l'in-
tervalle [a;. aa]. Notant ,» cette application. on a: »(a) = b. f(r. 2(x)) =
0 pour tout x € [a. b

4)  est continue sur {ay. as]. En effet soit rq € [ay. an]. ro fixé. U'(a. b)
étant convexe. pour tout r € [aj.as]. il existe d'aprés le théoréme des
accroissements finis. un point (', appartenant au segment ouvert reliant

(0. p(x0)) et (z.p(x)) tel que:

0= f(z.2(x)) = f (0. p(x0)) = (= 20) f(C) +{p(x) — 2(x0)) £,(C)
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D'ou
f2(Cy)

el Il J i d aprés (1

Par suite si z tend zg. p(x) tend vers p(xg): et  est continue en rg.

le(z) = (xo0)| = |z — o

3) p est dérivable sur Ja;j.as[. Soit & € [a1.as], x fixé. Soit h assez
petit de sorte que x + h €]a;. as[. D'aprés la continuité de » on a:

2(x+h) =p(x) +=(h). avec %1_{% s(h) = 0.

D’autre part d’aprés la formule des accroissements finis, il existe 8,
0 <8< 1. tel que:

0= f(z+hg(z+h) - fle p(z))
= hfy (x4 0h, o(x) +0e(h)+(p(x + h) — o(x)) f (x + Oh. p(x) + 02(h))

ezt h)—p(x) o fi (x4 0h p(x) 4 82(h))
D'ou p = Fy (2 4 6h. o(z) 1 0=(h)) : quand h — 0,
fe (x,2(2)

le second membre tend vers — . les fonctions f; et f; étant

(2))
fy (x.9(z))
continues et fy (z.(z)) > 0. Par suite p e

T ATRIE)
PTG

st dérivable en x et on a:

5.8.2. Remarques

1) On peut généraliser le résultat précédent aux fonctions de n va-
riables, n > 2, (avec une démonstration analogue). Par exemplesi f(x.y, z)

est une fonction de classe C'! vérifiant f!(zg.yo. 20) # 0 et f(xg.yo. 20) =
0. il existe un voisinage ouvert 17 de (zg.yo) et une application

o V3
(z.y) = plz.y)

telle que: zo = ¢(z0.y0) et f(z,y.p(r.y)) = 0V(z.y) € V. p est diffé-
rentiable sur V" et on a:

) _ T (r oy o plry)
PelEy) = =5 )
AR
Y =y e y) v

2) Si on sait que  est différentiable, on peut trouver les relations (1)
aisément. En effet soit le changement des variables

L =
QY =y
z = p(r.y)
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ona:xf=f(ry e(r.y)=0surl.
dxf=xdf
=x(frde+ fidy+ fid=)
= sfpdrr+xfydsy++fld*:

= (+fp T +fi2 ) da+ (of) ++fl7,)dy =0
d’ou:
#fr+xflpr =0
xfy+xfloy =0

3) L'équation f(r.y) = 0 définit implicitement une courbe ¥ de =7
En un point (zg.yo) € Q2 tel que fi(zo.yo) # 0. y = »(x) est une
représentation cartésienne de % au voisinage de rg. L'équation de la
tangente & € au point (rp. yo) est

y—yo =9 (x0)(t = 20) = =T (2 — o).

4) Soit f une fonction numérique de classe C'! sur 3. L'ensemble
des points 1/ dont les coordonnées vérifient 1'équation f(z.y.z) = 0 est

une surface (S) de 23.

Trois fonctions r = x(t). y = y(f) et + = =z(f) dérivables sur un
intervalle I, représentent paramétriquement une courbe I' de (S) si:

Fit) = f(x(t).y(t).=(¢)) =0 pour tout tel.

xr
La relation xd f = d*f =0, 00 * ¢ y = y(f) montre que le vecteur

= (£2 (2 (), (). 2(6) . £} (2(t). y(D). 2(0)) . £ (2(1). y(1). (1)) est nor-
mala T'en M(t) = (2(2). y(t), =(1)).

Ainsi les courbes de (S) passant par un point A/ ont leurs tangentes
en ce point situées dans un plan Py passant par 1/ et perpendiculaire
a No = (f1(Mo). fy(Mo). fi(Mo)) appelé plan tangent & (S) en Mo. Ny
est le vecteur normal & (S) en Mo(zo. yo.20). Le plan Py a pour équa-
tion :

(2 = 20) /1 (Mo) + (v = wo) fy (Mo) + (= = z0) /1 (Mp) = 0|

Si I'équation de (S) est donnée sous la forme:
z=p(r.y)ouz—p(r.y) =0. alors

No = (=9%(x0. %0). —} (20. y0). 1) (1)

et Py a pour équation: z — 2o = ¢ (xo. yo)(r — xo) + (2o Yo )(¥ — Yo).
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‘5.8.3. Formes différentielles

On traitera ici pour la simplicité des notations les fonctions de deux
variables. Les définitions et résultats pourront étre aisément étendus aux
fonctions de plusieurs variables. Si f :C F2 — B est différentiable sur €,
alors:

df = frlz.y)de+ f(x.y)dy.
Par extension on a:
5.8.3.1. Définition

On appelle forme différentielle de degré 1 sur un ouvert Q de R? toute
combinaison linéaire

w(z.y) = Plz.y)dz+ Q(x.y)dy
des diftférentielles d x et dy, P et @ étant des fonctions sur €.

5.8.3.2. Définition

Soient deux formes différentielles w; = Py de+Q1dyetwos = Pod x+
Q2 d y définies sur un ouvert Q de 2. Par définition :

Pr=P

Q1= Q2

i) witwe = (P1+P)dr+(Q1+Q2)dy

i) fwi = (fP1)dz+ (fQ1)dy, st f est une fonction définie sur Q2

l) W1 = Wy <:>{

5.8.3.3. Définition

Une forme différentielle w définie sur un ouvert Q de B? est dite
exacte s1l existe une fonction f différentiable sur Q2 telle que w = d f.

5.8.3.4. Définitions et remarques

1) Une équation différentielle du 1" ordre est une équation de la
forme:

w=Plz.y)de+Q(xr.y)dy =0. (1)

ii) Une solution de (1) est une fonction *y = p(z) définie sur un
intervalle 7, telle que

* =0 (2)

ou encore. ce qui est équivalent. P(x. p(x)) + Q(z. p(z))¢'(z) = 0 pour
tout r € I.

ii)’Le graphe d une solution de (1) est appelé une courbe intégrale
de (1).
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Soit I' une courbe intégrale de (1) d’équation y = p(z). L'équation

(2) exprime que le vecteur 1" = (P(z.¢(r)). @(x.¢(2))) est normal a T
au point M{x.(x)).

1v) Si la forme w est exacte. c’est-a-dire si w = d f 1'équation (1)
devient :

w=df=fide+fidy=0. (1)

Si le domaine de définition de f est convexe. les solutions de (1°) sont
les fonctions définies implicitement par :

flz,y) =%k, oU k est une constante. (2")

5.8.3.5. Remarques

1) si I’équation (1) est de la forme:
w=a(r)dz —b(y)dy. (3)

elle est dite a variables séparables. Dans ce cas. si A(z) (resp B(y)) est
une primitive de a(x) (resp de b(y)), la fonction f(z.y) = A(z) — B(y)
vérifie w = d f; donc w est exacte et les solutions de (3) sont définies
implicitement par 1'équation A(x) — B(y) = k. oi k est une constante.

2) Soit w = P(r.y)dz + Q(x.y) dy une forme différentielle exacte
sur un ouvert Q de 22, ¢'est-a-dire:

w=dFf. (4)

ol f est une fonction différentiable sur Q. Si f est de classe C'* on voit
facilement que (1) entrafne:

Pz y) = Q,(x.y) (5)

Réciproquement on montre que la condition (5) entraine que w est exacte.

5.8.3.6. Exemples
Intégrer les équations différentielles :
1) ede+ydy=0.
2) xdy—ydz =0.

En posant f(r.y) = 22 + y>. les solutions de 1) sont définies par
équation implicite: 2* +y* = k car 1) <= fr.dz+ fydy =0. D'on

les fonctions y = Vk— 22 et y = —\/k — 2 sont solutions de 1). La

solution dont le graphe est (0,0) est dite solution singuliére.

De méme pour 2) la solution dont le graphe est (0, 0) est une solution
singuliére.

. 1
Pour r # 0. 2) est équivalente a: —dy—%dx :f;dx—i-f;dyzo.
x xr?

ou f(r.y) = Y Do les solutions sont données par y_ k. k étant une
z r
constante.
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5.9. A RETENIR

1 — Soit Q un ouvert de =", f : Q@ — = une fonction sur Q. On note
(€1.€9.....€,) la base canonique de =".

1.1 — Dérivée partielle de f par rapport a la variable z,. au point
Lo -

3_f (o) = lim o +te,) = flxo)
Oz 0/~ {50 t

si cette limite existe.
1.2 — f est différentiable en ry. si et seulement si:
fleo +h) = f(xo) + L(x — 2g) + [|v — ®o]|z(2 — x0)

ou L € (=" =)et lim =(r—2xg) = 0. L =d f(ro) est la différentielle

r—ro
de f en xq et

Za_f (ro)dx,

ou d r, est la différentielle de I'application r — r,.

1.3 — Existence de la différentielle en ry. Si les dérivées partielles

d . . :
?—f (i =1.2.....n) sont définies dans un voisinage de rg et continues
ar,

en rg. alors f est différentiable en rg.

2 — Différentielle d une fonction composée

Soient f : € — =. différentiable en rq. et g : I C =~ - Q C ="
dérivable en tg. avec g(tg) = xg. Alors F = fog est dérivable en tg et
on a:

Flitg) =3 9 (aopalito) (1)

=1

La formule (1) s'écrit: xd f = d *f oux est le changement de variable
r=g(t).

3 — Formule des accroissements finis
Soit f: Q — = différentiable sur Q. Alors pour tout couple d’élé-
ments a. b de Q tels que [a.b] C Q. il existe § (0 < 8 < 1), tel que:

10 - 5@ =32 o4 (100 0 )
=1 1
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4 — Théoréme de Schwartz

Soit f : Q — & une fonction.
Si deux dérivées partielles d'ordre p(p > 2) de f sont définies dans
un voisinage de a € (2 et continues en a. et si elles ne différent que par
l'ordre des dérivations, alors elles sont égales en ce point.

3 — Formule de Taylor

Soit f: Q@ — R de classe CP sur 2. Alors pour tout couple de points
a.bde Q2 tel que [a.5] C Q. 0n a:

n (2)
0 0
fB) = fla)+ ) 8f (a)(b' — ') + % [Z 8j<a><b' - al)l
1=1 : © L !

oll ¢ est un point du segment ouvert |a. b[.

6 — Théoréme des fonctions implicites
Soit

f. Q-
(x.y) = f(z.y)

une fonction de classe C'! sur un ouvert de Q de =2 Soit I'équation :

fley) =0 (1)

On suppose que:

1) il existe (a.b) € Q tel que f(a,b) =0,

2) fyla,b) #0.

Alors il existe un intervalle [a1.a3] centré en a et une fonction
¥ [a1.a2] — K continue telle que:

fle, p(z)) =0.Ve € [ay.az] et b= f(a).

" fi (x.#(x))
> est dérivable sur Ja;,as[ et on a: o'(r) = - 2—T—~.
’ Jau, | P = T )

La fonction y est dite fonction implicite définie par 1'équation (1).
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5.10. Exercices et problémes

2
1) Soit f la fonction définie sur R? par f(z,y) = Y (z,y) £

2 + y4
(0,0) et £(0,0) =0.
a) f est elle continue en (0,0)7?

b) Montrer que VA € R, la fonction £ — f(z, Az) admet une limite
quand & tend vers 0.

2) Soit la fonction ® définie sur R par ®(t) = 1 si ¢ est rationnel, et
0 sinon. On considére la fonction
fRZSR
(z,y) — z2®(z) + y*D(y)

a) Montrer que f est continue et différentiable en (0,0).

b) f est-elle continue, différentiable sur R2?

3) Soit la fonction u définie sur R par u(t) = ¢?sin % sit # 0etu(0) =

0. On consideére la fonction F définie sur R? par F(z,y) = u(z) + u(y).
Montrer que F' est différentiable mais que les dérivées partielles ne sont
continues.

4) Soit f la fonction définie sur R? par f(z,y) = zy s |y| < |z,
flz,y) = —zy si |y| > |z|. Montrer que aZ—f(O 0) et ﬁ(o 0)

existent et sont différents.

5) Déterminer le domaine de définition des fonctions suivantes, et
calculer leurs dérivées partielles si elles existent :

2 _ .2
2 .02 r—y
_ . - 1
f(z,y) = z°sin®y; g(z,y) = Arctg p (1)
foo a2 : s
h(I,y) e Log M ; u(;l;,y) —=ev+tev (2)
x2 +y2 +z

6) Etudier les extremums des fonctions suivantes :
i) flz,y) =22 ~zy+y? + 3z —2y+ 1,
i) g(z,y) = 23+ ® — 3zy.

7) Trouver trois nombres positifs dont la somme est égale a un
nombre positif a donné, et dont le produit est maximum.

8) Donner I’équation du plan tangent et I’équation de la normale &
la sphére

Sy = {(z,y,2)/2? + y* + 2% = 9} au point P(1,2,2).



146 Fonctions de plusieurs variables

9) Soit l'application de =.? dans = définie par :

£0.0)=0. fler.y) = %;y) si (x.y) # (0.0)
i) Montrer que f est de classe ! sur =°.

i1} f est-elle de classe C? sur =.°7
10) Soient n € [7". p € I™. Soit f : =" — = une fonction de classe
C?T et homogéne de degré p  (f(tr) = f(x). Vic =)

1) En utilisant la formule de Taylor pour f au voisinage de 0. montrer

que
fhm ( Zz‘" PPe(x ):0

t>0

: (h)

on Pelx) = [Z Lo

1) En déduire que f(r) = Py(x).

11) Montrer que la relation e""¥ = 1 4+ r + y définit implicitement
une fonction o telle que y = (x). au voisinage de (0.0). Déterminer 5/
et ' au voisinage de (0.0) et en déduire

Coo(e
lim i ).
r=0 r

[3%)

12) Soit f la fonction définie sur =* par f(r.y) = y®> + ry —e”. On
considére la relation suivante: f(r.y) = 0.

a) Montrer que cette relation définit. au voisinage du point A(0.1).
la variable y comme fonction implicite de la variable z.

b) Montrer que cette fonction admet. au voisinage de 0. un dévelop-
pement limité a 1'ordre deux. Déterminer ce développement.

13) Soit f : 2% — = une application différentiable de classe (1.
_ d .
On suppose qu'en tout point (r.y. ), EJ;(I' y.z) # 0. Soit S la surface
définie par f(z.y.z) = 0. i

a) Montrer que pour tout pomt A € =3 la dérivée partielle de f
par rapport & un vecteur ¥ € =% noté dg f(.\[) est maximale quand

&= grad f(Al).

b) Montrer que dz f(3) = 0 pour tout vecteur i de I'espace tangent
aSen M.



Chapitre 6 : INTEGRALE
AU SENS
DE RIEMANN

6.1. Intégrale d’une fonction bornée définie
sur un segment :
Définitions et propriétés

6.1.1. Définition
6.1.1.1. Définition

Soit [a.}] (a < b) un segment. On appelle subdivision de [a. )] toute
suite finie strictement croissante ¢ = (a = g < 21 < ... < ¥, = b). n
est la longueur de ¢. Dans la suite on confondra, la suite ¢ et 'ensemble
S={a=1r9.21.... . ry, = b} qu'on appellera aussi: subdivision de [a, b].

Soit S = {xg.ry.....r,} une subdivision de [a.b]. 2o = a. 2, = b
et r, < Z;jy1. pour 0 < 7 < n.. On appelle pas de S, le nombre Z(S) =
Sup(z,41 —z,).0< i< n.

Soit f :[a.b] = = une fonction. S = {rg. r1,....r,;} un élément de
I'ensemble D des subdivisions de {a. b].

On pose H = Sup |fr)l

r€la.b]
= 1nf
m rEH[la,b] flx)
M = Sup f(r)
refa b]
m, = nf f(z) (0<i<n)

refe, roy1]

Sup  f(z) (0<i<n)

refz, . riq1]

et, *‘-[i

On appelle somme de Darboux inférieure de f relativement & S le nombre
n—1

réel S(f,S)= > my(xiy1 — z;). et somme de Darboux supérieure de f
1=0

o n-—1
relativement & S le nombre réel S(f.S) = > M/{(zi41 — &,).
i=0
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_ Pour tout S € D. et pour tout S' € D. on a: m(b—a) < S(f.5) <
S(f.S) < M(b-a).
6.1.1.2. Définition
On appelle intégrale supérieure de f sur [a.b] le réel
I(f) = inf (S(f.S)). et intégrale inférieure de f sur [a.b] le réel
I(f) =SupS(f.5). S€D.
Théoréme (de Darboux)

Soit f : [a,b] — = une fonction bornée. Pour tout réel ¢ > 0, il
existe un réel n > 0 tel que, pour toute subdivision S de [a.b). telle que
w(S) < n on ait:

S(f.S) 2 I(f) —cet S(£.5) <I(f) +e.

Démonstration
Soit £ > 0. Il existe une subdivision ' = {xj.zf.... .z} de [a.b]
telle que:
. n-1
S(£.9) <T(f) +5 onS(f.5) = gmﬂ —2,)}.
M= Sup [f()(0<i<n)

T€[r,,ro41]

o € oo 1 ,
Posons: m = Sn(H T 1) ol H = rgﬁfb] [f(2)]. n2 = 5 oélilﬁn(l’“ r)
et n' = inf(n.72).

Soit S = {xo,x1,... .Zm} une subdivision de [a.b] de pas @(S) < .
Pour tout 7, 0 < i < n. il existe p (0 < p < m) tel que: 2,1 <
r; < rp < - < 2y < xjyy < 2py1. La portion en S, de la somme
_ m—1
S(f.S)= 3 (rky1—zk)Mr.ou: My = Sup  f(x). qui correspond

k=0 IE[Ik,-Tk-{-l]

au segment [rf.x] ], (0 < i< n). est:

Sy <(xp —z))Mpo1 + -+ (&g — 2go1) Mg_1 + (£j41 — 24)Mj.

Ona:S <(rp—x)Mp_1+ (xqg—2p)M] + (1,1 — 2q) My, car:

M, <M/ Mpyp <M, ... Vg < M. ce qui entraine:

Sy <l —x))M{+(xp — ) (Mp_y = M) + (2, — 2g) (Mg = M)).
dou: S; < (z74) — ;) M) +2H (rp — x)) + 2H(x},; — Z4).

et: S, <(z,,, — )M/ +2Hn +2Hn = (2, —z,)M] + 4H7'.
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Tl résulte de ces inégalités que: S(f z S, < Z Ly —xy) M+

4nHn'. ce qui entraine : S(f. SZ S(f.S)+<.car:4nHny < 54(—"};{%:;—1)

On a donc: S(f.S) S?(f)—l-?-}—f d'ou: b(f S) < I(f)+

On démontre de la méme maniére que. pour ¢ > 0 donné. il existe
n” > 0 tel que pour toute subdivision S de [a.b]. I'inégalité 5(S) < »”
implique S(f. 5) > L(f) — =

En prenant n = inf(5'.7"). alors pour toute subdivision S de [ab].
I'inégalité &(S) < np implique: S(f.S) < I(f) +zet S(f.S) > I(f) —¢

Conséquence ;

Si (S,) est une suite de subdivisions de [a.b] telle que lim Z(S,) =

—++x
0. alors:

lim &(f.5p) =1(f) et im S(f.5,) = I(f).

n—4oc n—42

6.1.1.3. Définition

Soit f une fonction définie et bornée sur le segment [a. b]. On dit que
f est intégrable au sens de Riemann sur [a.b] si I(f) = I(f): cette valeur

comrmune [(f) sera alors notée I(f) = / flr)d z. et appelée l'intégrale
de f sur [abd].

6.1.1.4. Théoréme (Caractérisation des fonctions intégrables)

Soit f une fonction définie et bornée sur un intervalle [a.b]. Alors f
est intégrable sur [a, b] si et seulement si, pour tout £ > 0. il existe > 0
tel que. pour toute subdivision S = {xg.r1.....2,} de [a,b]. l'inégalité
«(S) < n entraine :

Z (Tig1 — &) < 2.
1=0
ollw, = Sup f(z)— inf  f(z).estloscillation de f dans [2;. 2, 41].
r€[r, riq1] refr,.r,41]

Démonstration — Soit £ > 0. il existe 7 > 0 tel que. pour toute sub-
division S de [a. b]. I'inégalité &(S) < n implique les inégalités S(f. S) <

)+ 5 et S(1.9) 2 L(f) =5

Montrons que la condition est nécessaire: si I = I, des inégalités
0<S(f.S)-1I< 5 et 0<T-5(f.5) < 3 on déduit, pour Z(S) < 7.
que:

0<5(f.5)=S(f.9) <e.
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Ce qui s’écrit :

—

n—
0< willip1 — &) < =
1=0

Montrons que la condition est suffisante. Soit ¢ > 0, et soit n > 0

tel que pour toute subdivision S = {xg.z;..... rp} de [a.b] vérifiant
n—1
«(S) < n, 'on ait Z.u‘,(.l‘,+1 —r;) < <.
=0
_ Pour une telle subdivision S on a g_f S)y—=S(f.S) <= 0r: 1<
S(f.5) et S(f.5) <L donc0<I-I<S(f.5)-S(f.9)<¢

Eremples:
1) S1 f(x) = c pour tout «x € [a.b]. alors f est intégrable sur [a. b] et

b
/ flz)dz =c(b-a).

2) Soit f la fonction bornée sur [0.1] définie par:
fley=—1sizef0.1]]nQet f(x)=1sire[0.1\Z.

Pour toute subdivision S = {xg,z1.....z,} de [0.1] et pour tout
i, 0 < ¢ < n, 1l résulte de la densité dans = de _ et de =\ZJ. que
Sup f(z)=1et inf  f(x) =-1

T€[r.ri4a] TE[r, Ty

Dot 0 < S(f.S) — S(f.S) = 2. 1l en résulte que cette fonction f
n'est pas intégrable sur [01].
Conséquences:

1 — Si f est une fonction définie et bornée sur un intervalle [a. b]. on
peut imposer a toutes les subdivisions S de [a.b] de contenir des points
fixés & l'avance sans modifier 'intégrabilité ou la non intégrabilité de f.

2—Sif est une fonctlon deﬁnle et bornée sur un intervalle [a.}], e
intégrable sur [a.c] et sur [c.b], (¢ < ¢ < b). alors f est intégrable sur

abet/f dx—/f dr-}-/f )dz.

3 — Si une fonction f. définie et bornée sur [a.}]. est intégrable sur
[a.b]. alors pour tout c. (a < ¢ < b), f est intégrable sur [a.c].

6.1.1.5. Proposition
— Si f est bornée et intégrable sur [a. b] d'intégrale I. alors pour tout

g > 0. il existe > 0, tel que pour toute subdivision S = {zg, x1,... .z}
de [a b]. I'inégalité T(S) < n entraine:

Zy T,41 — i) < £ Yu; € [my, M),

avec: m; = lnf fle)yet M, = Sup f(x).

z€[r, rit1] refr, . rop1)
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Démonstration :
Etant donné = > 0. il existe 5 > 0 tel que. pour toute subdivision $
de pas &(S) < n.1l'on ait:
S(f.S)<T+zetS(fS)>I-=

Pour une telle subdivision S on a:

n-1

—:<I=S5(£.5)<T=) mlrsi—2)<T=S(f.5) <z
1=0

Conséquence :

Si f est bornée et intégrable sur [a. b]. alors:

Notons A, ) l'ensemble des fonctions bornées sur [a.b] et Al b
I'ensemble des fonctions bornées et intégrables sur [a. b].

6.1.2. Propriétés
6.1.2.1. Proposition
Soient f. g. € ][a b €t A€ = Alors:

b b b
Dftge Sayet [ F+ade= [ faaet [ gas

b b
20 Sppe [ ONEdr=x [ foas

Démonstration :

1) Soit = > 0. il existe 7 > 0 tel que. pour toute subdivision S de
[a b] I'inégalité &(S) < n entraine:

%l

0<

m

(f.S)=S(f.8) <5 et 0<S(g.5) = S(g.9) <

N

Pour Z(S) < n on a donc:

<S(f+9.5) = S(f+9.5) <S(f.5) +S(g.5) = S(f.5) - S(g.9).
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ce qui entraine:
0<S(f49.9=-S(f+9.5) < (S(f.5)=S(f.9)+(5(g.5) - S(g.9)).

dou:0< S(f+9.5)—S(f+g.5) <=

Par suite f 4 g est intégrable sur [a.b] et on a:

b
/(f+g)(r)dr=
. 1 n—1 ( 'b—a
= ot kz_%(f-f-g) n )

. 1 b—a
—nETx; Zf( +1\—>+f<a—|-/\ n )]
N”Zl 1 b—a
:nkl-?:\:; f( ) +n—l—1>I-Px;l:f <C1+1\ n )]

, Lk=0
:/a f(r)dw+/a glr)da.

2) Si A > 0. pour toute subdivision S de [a.b]. on a:
S(AF.S) = AS(£.5) et S(Af.S) = AS(f.S).

dou: IAf) = M (f) et L(Af) = AL(f).

Si A < 0. pour toute subdivision S de [a.4]. on a:
S(Af.S) = AS(f.S) et S(Af.S) = AS(f.S). dou:
I(Af) = M(f) et I(Af) = M(f).

Dans tous les cas. si f est intégrable sur [a.b]. on a donc: I(Af) =

I(Af) et par suite:
b b
/ (Af)(r)de = A/ f(e)de

}[a 5] €St un espace vectoriel sur = et I'application: I: /[a.b] — =
f — I(f) est linéaire.

Conséquence :

6.1.2.2. Proposition
Sif.ge /[a‘b]. alors fg € /[a b

Démonstration — Supposons d'abord f > 0 et g > 0 sur [a.b]. Soit
¢ > 0. Comme f et g sont intégrables sur [a.b]. il existe n > 0 tel que
pour toute subdivision S = {zg = a.21.... .1, = b} de [a,b] de pas
<(S) < n, l'on ait:
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n—1 -
M, —m) (x4 — T -
120( my ) (241 £)<2(1+H’)
et
— 1M — w2 — _
=" (= mlre =) < 5 )
avec M, = Sup f(x).
TE[r: Toga]
m, = inf _f(r).
reflr,.riq1]
H= Sup 1.
0<i<n—1
M= Sup g(x).
refr, ro41]
m; = mf g(x).
J‘E[-l'r J‘,+1]
H' = Sup M/
0<i<n~1
Posons: D, = Sup f(z)g(x). d, = _inf f(xr)g(x). on a les
relr, 4] reflr, ri41]

inégalités: 0 < D, —d, < M, M/ — mym]. d'ou

n—1 n—1
Z(DZ —d ) zipr — ) <Y (MM, —mim) (&g —2,)

1=0 0

-

n-—

< (M — m) M)+ (M = m)m,] (2,41 — 1,).
=0
11 en résulte que
n—1 n—-1
SD = d) (e — i) S H' Y (M=) (e — 21)
1=0 1=0
n—1
+HY (M = m) (24— 2,).
1=0
d’ou
n—1 H/: H: = c
D, —d, —r)< -2ty T oty
2 Newi—2) S s Y oaym 5213

1=0
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— Supposons maintenant que f et g sont deux fonctions bornées et
intégrables quelconques sur [a.b]. Posons m = il[lf f(z) et
rela.

m' = inf g(r).
r€fa.b]

Onaalors: fg = (f—m)(g—m')+m'f+mg—mm’. d’ou l'intégrabilité
de fg. car (f — m) et (y — m) sont positives sur [a. b]

6.1.2.3. Proposition:

SLf € f, alors: ft = Sup(f.0) € Hany € f7 = inf(£.0) €
/[ab]'

Démonstration — Soit une subdivision § = {wg =a. x1.... .2, = b} de
[a.b].on pose M; = Sup f(x).m, = inf f(z).
réfr,.ri4a) refr, riga]
D,= Sup fY(r).d, = inf f¥(x)
relr, roga) r€fr, riq]

Soit = > 0. f étant intégrable sur [a.b]. il existe n > 0 tel que. pour

toute subdivision S = {r¢g = a.xr1.... .4 v, = b} de [a.b] de pas inférieur
n—1

an lonait > (M, —m)(ri41 —x,) <z
1=0

St M, <0 alors D, =d, =0.etonal0=D, —-d, <1, —m.
sim, >0.alors D, =M, etdi=m,etonal0<D,—d =1;—m,.
st M; >0etm, <0, alors D, = M, etd, =0etona:0< D, —d; <
M, —m,.

n—1
Donc. dans tous les cason a 0 < D, —d, < M, —m,. d'ou > (D, —

1=0
d)(xig1 — 2, i M, —my)) (2,41 —&,) < z. et I'intégrabilité de f en
résulte. B
L'intégrabilité de f~ sur [a. ] résulte du fait que f~ = —(=f)7T.

Corollaire 1 — Si f € £}, . alots |[f[ € £, -

Démonstration : Ce résultat s’obtient en remarquant que |f| = f¥ — f~.
Corollaire 2 — Si f. g € /[a.b], alors Sup(f.¢). inf(f.g) € ][a 5"

Dfmonsz‘r(n‘lon Ce résultat s‘obtient en remarquant que: Sup(f.g) =
SUf—gl+ f+9).inf(f.g) = — Sup(—f. —g).

6.1.2.4. Proposition

Solent f et g deux fonctions définies. bornées et intégrables sur [a b].

b
1) Si f(x) > 0 Vr € [a b]. alors / flz)dxr > 0.
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b b
2) Si f(x) > g(x) Vo € [a b]. alors / fle)ydz> / g(r)dx.

) /abf(l‘)dr §_[j|f(r)|dr.

Démonstration :

1) Si f(z) > 0 Vr € [a b]. alors pour toute subdivision S de [a.b] on
aS(f. S)>0.dou

/abf(r)dx=7(f)20.

2) Daprés 1). on /ab(f(r)—g(z))erO:or
[ st =t dl—/ ferde— [ ote)ae. done
IREE /

3) On a —|f(x)] < f(x) <|f(x)] Vo € [a b]. donc

[ Mipede< [ fmaz< [ 1wl
[ L /

/abf(r)dr s/ablf(r)ldr.

6.2. Exemples fondamentaux
de fonctions intégrables

Il en résulte que

6.2.1. Proposition

Toute fonction continue f sur un intervalle [a.b] est intégrable sur
[a.b].

Démonstration — f étant continue sur [a.b]. elle est bornée sur [a.bd].
D autre part. d'apreés le théoréme de Heine, f est uniformément continue
sur [a.b].

Soit £ > 0. il existe § > 0 tel que pour tout couple (r.z’) de [a 8] x

[a.8]. I'inégalité |r — x'| < 75 entraine |f(z) — f(2')] <

b—a+1
Soit S = {rp = a.r1.....x, = b} une subdivision de [a.b] de pas
strictement inférieur a n Alors. pour tout 7. 0 < i < n— 1.1l exlste
0 € [ z+1] etz € [-lz Tz+1] tels que M, = Sup flr) = f(yz)
relr, ri41]

m, = inf  f(x) = f(z).

relr,.ryt1)
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On a alors (M; —m,) = |f(w) — f(2)| < b_——éﬁ' car |y, — 5| < 7.
n=1 z ks (b—a):
Dol iZ:O (]\f,’—lnz)(‘l’l+1—‘1,‘l) S m lz_%.l’l+1—.l’, = m < z.

¢ étant quelconque. ceci prouve que f est intégrable sur [a.b].

6.2.2. Proposition

Toute fonction monotone sur un intervalle [a.b] est intégrable sur

[a.8].

Démonstration. On suppose f croissante. Dans le cas contraire. on se

raméne & cette hypothése en considérant la fonction ¢ = —f.
b—a g
Soit £ > 0. 1l existe ng € 11 tel que < - .
° M T ST - @) +1
Soit S = {ro = a.xy.... .z, = b} une subdivision de [a.b] de pas
h—
inférieur & n = a.
ng
Alors on a
n—1 b—a n-—1
D fleen) = flan] (zren = 20) < —= 3 [flanp) = fl)]
1=0 1=0
ce qui entraine:
n—1 b—a
Y fla) = S} (e = 00) < =—[f(b) = fla)] < =

1=0
Dot l'intégrabilité de f sur [a.b].

6.2.3. Fonctions continues par morceaux
6.2.3.1. Définition

Une fonction f définie sur un intervalle [a.b] est dite continue par
morceaux sur [a.b] s'il existe une subdivision S = {¢p = a.c;.....cp =

b} de [a.b] telle que pour 0 < i < n — 1. la restriction de f & Jo,. &,41]
est continue.

6.2.3.2. Proposition

Si f est continue par morceaux et est bornée sur [a.b]. alors f est
intégrable sur [a.b].

Démonstration — Soit: a = ¢g < ¢1 < -+ < ¢py1 < ¢ = b la suite finie
croissante des extrémités des intervalles de la partition associée a f.

Pour montrer que f est intégrable sur [a.b]. il suffit de montrer que.
pour tout k(0 < k < n ~1). f est intégrable sur {cx.cx41].
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Considérons [ck.cr+1](0 < k < n —1) et soit n > 0 tel que ¢x <
Ch+N<Cky1—1<Chyi-

Soit ¢ > 0. Comme f est continue sur [cx + 1. ck4+1 — 7], 1l existe

donc une subdivision S = {z{ = cx + 1, 2].... .2, = cky1 — 1} telle
n—1 <
que Y wi(zi41 — 1) < 3 ol w, = M, — m, est loscillation de f sur
1=
[} 2, ](0<i<n—1).
Soit § = {xp = ck.21.... . m = Ck41} une subdivision de [cg. ckq1]
de pas inférieur & celui de §'. En notant H = Sup |f(x)] et w; Voscil-
refa b)
lation de f sur [ z;.z,41], on a:
n—1 n-1
Y wilzigr—2:) < H(ew + ) — ekl + D wl(2lyy — 2})
1=0 1=0
+ H [ckt1 — (ck41 — 1)
n—1 e
ce qui entraine: Y w;(r,41 — ;) <nH + 3 + nH.
=0
n—1 c
d’ot 3 wi(L41 —1,) < 3 + 2nH.
1=0
n-—1
Pour que l'on ait > w,(2iy1 — &;) < 2. 1l suffit donc de choisir 7 tel
i=0
VNS FH+ )

6.2.4. Fonctions en escalier
6.2.4.1. Définition

Une fonction f définie sur un intervalle [a.b] est dite en escalier s'il
existe une subdivision D = {¢cp = a <1 <+ < k1 < cx = b} de [a. D]
telle que pour tout i (0 <7/ <k —1). la valeur de f sur [x, + &, 41| est
une constante A,.

6.2.4.2. Proposition
Soit f une fonction en escalier sur [a,b]. Alors f est intégrable sur

[a.b]etsiD={co=a<e; < - <cgo1 < ckx=b} est une subdivision
de [a.b] telle que f ([c;. ciz1[) = {4} pour tout {0 <i <k —1). alors

b k—1
[ fwraz=Y A - o)
a 1=0

Démonstration — L'intégrabilité de f résulte du fait que f est continue
par morceaux sur [a.b]. Pour tout i(0 < i < k — 1), posons

4 str€|e.q
gl(r):{ [er- il

0 swon
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et

_J0 sizéefa.b]
gz} = {gub) iy

Ona f=got+gi+ - f+gx—2+gr. Comme les fonctions g; (0 <7< k)
sont escalier sur [a.b]. elles sont intégrables sur [a.?]: il suffit donc de
montrer que, pour tout /(0 < i < k).

b b
/ g()de =4 (cie1—¢). (0<i<k—1)et que/ gr(z)dxr =0.
a a
Soit i € {0.1.... k—1}fixé etsoit S={rg=a<r; < <orpm=
b} une subdivision de [a.b]. On suppose 4; > 0.

Soit rp=a<ry; < <ap, Le;<py, < < xpy, <ogr <
Inpp < <Im=b

On a:
S(g:.S) =0{(e1 —xo) + -+ (Tn, = Tn,y)]
o [(Fn =2 ) (T = Ty,)]
+0[(Zn1gy4e = Trogyer) F o F (2 = Tmo1)]

ce qui entraine:

S(g1~5) = 4‘1i(-l'n1+1+1 - l'n;) 2 A"li(cz+1 -c).

De mémeon a: S(g,.S) <O0[(x1—xo)+-- -+ (e, —xn )]+ A [(2n,,, —
ci)+ -+ (cigr — In.+;)] +0[(fn¢+1+1 —cit1)+ A (2 — 2 — 1)), ce
qui entraine:

i(gls) S -'12'(Cz+1 - Cz)-

b
Comme g; est intégrable sur [a.b]. il en résulte que / q(z)der =
a

I(g:) = I(g:) = Ailciyr — ¢,). Supposons gi(b) = f(b) > 0 et soit
S={ro=a.ry.- - .Zm_1. Iy} une subdivision de [a.b].

Ona: S(ge.S)=0(x; —xg) +0{xo —21)+ -+ 0{xm —2m-1) =0

b
donc: / gr(e)de = 1(g:) = 0.
b kb
Par conséquent : / flr)der = Z/ gilx)dr = Ailer —a).

6.2.5. Théoréme

Si f est une limite uniforme d une suite de fonctions (fy, Jnex; définies.
bornées et intégrables sur [a.d]. alors f est intégrable sur [a.b] et on a:

lim /abfn(x)d.r:/abf(r)dx. (%)

n—42oc
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Démonstration :

a) Montrons d’abord que f est intégrable sur [a.b]. Soit ¢ > 0. il
existe g € 17 tel que

Frol®) = iy SHE) S hale) =y VeElat]

) mﬁf(r)—f(y)ﬁfno(l‘)—

Froly) + j(b'—) VYr.y € [a.b]. Comme f,, est intégrable sur [a.b]. il
—a

Il en résulte que: f, (&)= fr,(y) —

existe n > 0 tel que. pour toute subdivision
S={xpg=a ... . rp_1. 2, =b} dela.b]

de pas inférieur & 5. on ait:

~¥.\
=
+
|
=
A
N ™

ol v = sup  fo,(r) — inf  f,,(x) est Toscillation de f,, sur
relr, vl relry &gl

[z, 2, +1]: notant «, loscillation de f sur [x,.2;41]. on a:

w - <, < ——
R Tr e R YT
m=1 m—1 - m—1 - -
e —x,) < i - Pl — &)< -+ ===,
o z(‘l +1 rl)_lz_; I+'2(b—-(l) Izo(l +1 l‘)_2+2

f est donc intégrable sur [a.b].

b) Montrons maintenant que (*) est vrai. Soit £ > 0. 3ng € I7 tel que
Y > ng. lon ait :

< fle) < fale) +

h—a b—a

falr) —

b b b
donc:/ fn(.l‘)dx—sS/ f(r)S/ fa(@)de + 2. pour n > ny

b b
dou: / flrydx = lim / fale)der.
a n—++x [,
6.2.6. Fonctions réglées
6.2.6.1. Définition
Une fonction numérique f définie sur un intervalle [a. b] est dite réglée

a.b]. si f est limite uniforme d'une suite de fonctions en escalier sur
.1l résuite du théoréme précédent que:

sur

[a.b
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6.2.6.2. Proposition

Toute fonction réglée définie sur un intervalle [a. b] est intégrable sur
[a.5].

6.2.6.3. Proposition

Si f est réglée sur [a.b]. alors I'ensemble des points de discontinuité
de f est dénombrable.

Démonstration — Soit (g, )nex une suite de fonctions en escalier conver-
geant uniformément vers f sur [a.5]. Pour tout n € I7,soit H,, I'ensemble

fini des points de discontinuité de g,,. et soit H = U H,. H est un en-

nel
semble dénombrable.

Sir € [a.b]\H . les fonctions g, sont toutes continues au point r. donc
f est aussi continue au point r d aprés le théoréme 2.2.9.2.9 chapitre 2. 11
en résulte que 'ensemble D des points de discontinuité de f est contenu
dans H. et est donc dénombrable.

6.2.6.4. Théoréme (Caractérisation des fonctions réglées)

Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle [a. b]. Alors f
est réglée sur [a.b] si et seulement si f admet en tout point de [a. b une
limite & droite et en tout point de Ja.b] une limite & gauche.

Démonstration — Supposons f réglée et soit » € [a.b[. Pour £ > 0. il

IO

existe une fonction en escalier g sur [a.}] telle sup |f(t) — g(¢)| <
tefa.b]

Soit 1 > 0 tel que g soit constante sur ]x.z + 7. Pour tout (y.y') €
Je.x+nlxjz.e+nlona:|f(y) = F(¥)] < f(y) —g()+19(y) — g(y)]+
lg(y') = f¥)l <=

Il en résulte que f admet une limite a droite au point r. On démontre
de la méme maniére que f admet une limite & gauche en tout point de

la.b].
Supposons que f admette en tout point de [a.b] une limite & droite
et en tout point de Ja. b] une limite & gauche. Soit £ > 0. pour tout
€ la.b]. 1l existe d, € Z..d, > x tel que ]r d e[ C [a.b[ et. pour tout
couple (y.y') d'éléments de [r.dx[. | fly y)<s=

Pour tout r €la,b]. il existe ¢, € ;_.CI < x tel que Jey.x[C]a. b
et. pour tout couple (y.y') d’éléments de Je..z[. |F(y) — f(¥')] < =. Les
intervalles | — 5. dg[. Jep. +c[ et Jop. dp. & G]a b[. recouvrent l'intervalle
fermé borné [a.b]: 1l existe donc des points z1.xa.... .z de Ja. b[. tels

e [a.0] = [a.do[U]er, . dp, [U- - Uler, . de, [U]cs. b].

Notons S l'ensemble des points a.b.cr,.drl.r,. 1<i< k, que l'on

range en une suite strictement croissante ¢ = ag.aj.....a, = b. Pour
0 <7< n-—1.soit §; un élément de Ja,. x,41[. et soit g la fonction en esca-
lier définie sur [a. b] de la maniére suivante: pour k = 0.1.... .n.g(ax) =

flag). Sizr€la,. 2,41 (0<i<n=1) g(x) = f(6;). Pourtouth[a.b].
on alg(r) - flo)| < =
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Corollare : Toute fonction monotone sur un segment [a. b] est réglée.
En effet une fonction monotone admet en tout point de son domaine de
définition une limite & gauche et une limite a droite quand cela a un sens.

Notation : Si f est intégrable sur [a. b] avec @ < b, on note / flz)dx =
b

b a
—/ flx)dx.™™ Et on pose:/ fle)der=0.

Propriétés :

Soient f et g deux fonctions intégrables sur un intervalle [a.b]. avec
a<b

1) Si f(z) > 0 Yz € [a.b] sauf peut-étre en un nombre fini de points
de [a. b]. alors
b
| raazzo

2) Si g(r) < f(r) Yr € [a.b] sauf peut-étre en un nombre fini de

points de [a. b]. alors
b b
[ storaz< [ reras

b
< [ Itz

b 4 b
1) Sice[a.b]/ f(.r)dr:/ f(r)d.r—}—/ fle)dr

6.3. Primitives

r)dr

6.3.1. Proposition

Soit f une fonction numérique définie et intégrable sur un intervalle
[a.b]. Alors la fonction F définie en tout point & de [a.b] par F(r) =
T

/ f(t) dt est uniformément continue sur [a.?].

Démonstration.— Solent r et y deux éléments de [a.b]. ¢ On a

o= [ snar- [ dt—/‘f dtm/ffdt—
/'f

donc: |F(z)— F(y)| =

Y Yy
ﬂwdﬁs/‘WUMfsMr—w

ot k= Sup |f(#)].
tefa.b]
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6.3.2. Proposition

Soit f une fonction numérique intégrable sur un intervalle [a. ] et soit
tg € [a.b] tel que f admette en ¢o une limite a droite (resp. a gauche).
Alors la fonction :

F:la.b] == rn—-)/rf(t)dz‘

est dérivable 4 droite (resp. & gauche) en tq et sa dérivée a droite (resp.
4 gauche) en 7 est égale a la limite de f quand ¢ tend vers ¢o par valeurs
supérieures (resp. par valeurs inférieures).

Démonstraiion — Montrons par exemple que F est dérivable & droite en
to sifadmet une limite & droite quand ¢ tend vers #. Posons / = lim f(1).
=10
1<ty
Soit ¢ > 0. il existe n > 0 tel que. pour tout ¢ €]tg.tg + n[ l'on ait
|f(t) =1 <=

t
On a alors, pour t €Jtg.tq + 5. F(t) — F(to) = / flr)d .
to

Comme: ! -z < f(x) <!+ = pour tout & € Jtp.1¢ + n[. on a:
(t—to)(l — =) < F(t) = Flto) < (t —to){I +2).

. Ft)— F(t
ce qul entraine: M(L—m — [ < = pour tout t €ltg.tg + nl.
£~ tg p n
. Fy-F(t
Dou: lim M =1.
t=ty f—to
t<to

Corollaire | — Si f est une fonction réglée sur [a. b]. alors la fonction
¢

F(t)= f(x)dz admet en tout point de [a. b une dérivée a droite, et

a
en tout point de Ja.b] une dérivée a gauche.

Corollaire 2— Si f est continue sur {a.b] alors la fonction F({t) =

t
/ f(z)d r est dérivable sur [a.b] et F'(t) = f(¢) pour tout t € [a.}].
a

6.3.3. Définition

Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle 7 de =. On
appelle primitive de f sur I toute application F: I — = dérivable sur
et telle que F'(z) = f(x). Yz € I.

6.3.4. Proposition

Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle 7 de = et
admettant une primitive F sur I. alors toute autre primitive GG de f sur
I est de la forme G = F + ¢ ol ¢ est une constante réelle.

Démonstration — La fonction r — G(x) — F(x) est dérivable sur I. et
Ve e I G'(x) — F'(x) = f(x) — f(x} = 0. donc il existe ¢ € = tel que
G(z) — F(») = ¢ pour tout élément x de I.



Primitives 163

6.3.5. Proposition
Toute fonction numeérique définie continue sur un intervalle J admet

une primitive dans cet intervalle,
Démonstration — Soit ¢ € I. D aprés le corollaire de la proposition 6.3.2

I
Fapplication r — F'(x) = / f(t)dt est une primitive de f sur [.
c

Théoréme : Soit f une fonction intégrable sur [a, b] et admettant une
primitive G sur [a.b]. Alors:

b
/ f(x)dz = G(b) - Gla)

I
f(t)dt étant une primitive

Démonstration : La fonction x — F(r) =
a

de f sur [a.b]. il existe ¢ € = tel que F(x) = G(z) + ¢ pour tout r de I.

et on a

b
/ fle)de = F(b) — F(a) = (G(b) + ¢) — (G(a) + ¢) = G(b) — G(a).

Notation: Si g est une fonction définie sur [a.b] on note [g(t)],

g(b) — g(a).

Exemple 1: /
0

wly

T LT
cosxr dr = [sinx]d =sing —sin0 =1

-

Exemple 2: / 1 da =[Logr], =L
2 L B

Notation: Si f est une fonction continue sur un intervalle /. on dé-

f(z)d x toute primitive de f sur I. Si F est une primitive

og7 — Log2 = Logé.

signe par

de f sur I. ona/f(.t)dx:F(I)+c.

On donne dans le tableau suivant les primitives £ de quelques fonc-
tions usuelles f sur intervalle [.

f F I
‘Z.n+1
" (nel! ¢ =
( ) n+1 +
r—n I—n+1
c E”
(neNet n>2) —-n+1 + ‘
Ir I,r+1
(reZ et r¢—1) T'+l+c T+ 4]
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Log (r +VeZ—1)+c

Log

.l’+\/.l‘2-—1‘+(’

Argr+c=
1 I+x
§L0g<l—r)+c

+c

Log

1
2 l—x

f F {
ol Log|z|+ ¢ =
e’ e’ +c =
at a*
+c s
(a>0. a#1) Loga
Ccos I sinr + ¢ =
sin r —Ccosr+ ¢ -
tgr —Log|cosr|+¢ ?_\{g—kkn"leZ}
cotgr Log |sinz|+ ¢ FA\{kr k e}
1 .
— Arcsine +r 1-1.1]
1
—_ Arccosr + ¢ —1.1
V1-—r? ] [
1
52 Arctgr+ ¢ =
sh » chx+c¢ =
ch » shr4c =
1 Argsh e +c= -
V1422 Log(x + V2 + 1)+ ¢ o
1 Argchr+e=
] 1.+x
=1 ] [
1

= x. —1[U]L. +x]

J- 110

=\ {-1.1}
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6.4. Formules de la moyenne

6.4.1. Proposition
Soient f et g deux fonctions intégrables sur un intervalle [a.)]. On
suppose que f(z) > 0 sauf peut étre pour un nombre fini d’'éléments de

[a.b] et que m < g(r) < M sauf peut étre pour un nombre fini déléments
de [a.b]. Alors on a l'égalité suivante:

b
/f dr—k/ glr)dex ol m<hk< M

appelée formule de la moyenne.

Démonstration : On a mf(x) < g(x)f(z) < M f(r) sauf peut-étre pour
b b
un nombre fini d'éléments de [a. b]. d ou: m/ fle)dz < / gle)f(e)dx <

.ll/bf(x)dr

Comme la fonction t — 1 / f(z)d r est continue sur [m. M/]. d"aprés

le théoréme des valeurs intermédiaires. il existe & € [m. ] tel que

/ag(l’)f(r)dx:k/a flz)de.

Remarque: si la fonction g est continue. il existe. d'aprés le théoréme
des valeurs intermédiaires. un point ¢ de [a.b] tel que k = g(c). d'ou:

Corollaire 1 (premiére formule de la moyenne): Solent f et g deux
fonctions intégrables sur [a.b]. On suppose que g est continue sur [a. b]
et que f(z) > 0 sauf peut étre pour un nombre fini d'éléments de [a. b].

b b
Alors il existe ¢ € [a.b] tel que: / gle)fr)dzx = g(c)/ flr)dr.
Corollaire .2 Si g est une fonction continue sur [a.b]. alors il existe
b
€ [a. b] tel que / glx)dr = (b—a)g(c).

On obtient ce résultat en prenant dans 1'égalité du corollaire 1. f(z) =
1Vr € [a.b].

6.4.2. Proposition (deuxiéme formule de la moyenne)

Soient f et g deux fonctions intégrables sur [a.b]. On suppose f po-
sitive et décroissante sur [a.b]. Alors il existe ¢ € [a.b] tel que

b c
/g(r)f(r)dr:f(a)/ J(e)dr.

Démonstration. Soit § = {a = rg.21..... rp, = b} une subdivision de
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[a.b] et soit G la fonction définie sur [a.b] par G(x) = / g{t)dt pour
tout z € [a.b]. ’

OnaG( 1+1 ) / dt—]\( 1+1_Ii)
oum; = inf f(xg)<kh< sup  flz)=M,.
L€[r,.7141] r€{r,.r,41)

Posant A(S) = Z_: kif(r,)(z,41 — x,). on va montrer que:

On a
n—1
US) = D fle)gle) (zisr = 2, ) (ke = g(2) (241 = 2)
=0
<Z|f |k = ge)] feies = 2|
n—-1
< fla) ) (M, —my) (241 — &4).
1=0
n-1
et comme g est intégrable on a: lgr)n . S (M, — m) x4 — &) = 0,
w —=+U ;=0
b
d"oﬁ/a g(x)flx)dz = m(lsi?—l»oA(S)' Or
n—1 n-1
AS) =D flek(zipr —a) = Y f(2) (Glega) = Gla,)
=0 =0
n—1
=) Gl (fle) = f(x:)) + Glren) = Glrnoa)
i=0

car G(xp) = G(a) = 0.

Posons m = inf G(r)et M = sup G(r). on obtient m - f(a) <
r€fa.b] refa,b]

A(S) < M - f{a). et par suite

(S5)—0

f(a)~m< lim 4 /f r)dr < fla) .
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Comme G est continue sur [a.b]. il existe ¢ € [a.b] tel que:
b
[ stzrar =i

6.5. Changement de variable
Intégration par parties

Q
G
Il
=
Q
o
-
=
o
~~

6.5.1. Changement de variable

Théoréme. Soit » une fonction numerique définie. continue et déri-
vable sur un intervalle [a. b]. On suppose ' continue sur [a.b]. Alors pour
toute fonction numeérique f définie et continue sur le segment >([a.b]).
on a la formule appelée formule de changement de variables:

/{a} dr—/f

Démonstration — Comme > est continue sur [a.b]. 2([a.b]) est un seg-
u
ment. Considérons sur »([a.b]) la fonction v — F(u) = flx)dzr.

Alors les fonctions

=>(t)
tHHm:me=/ fle)de

z{a)

et t — G(t /f (r)dx

sont définies continues et dérivables sur [a.b] et on a. pour tout t €

[a.b]. H'(t) = £'(t) - flo(1)] et G'(t) = () f[¢(t)]. Il en résulte que
H'(t) = G'(t) pour tout t € [a.b]. d'ou

2(b) b
| gwar=nm =60 = [ s ar

Eremples :
b

1 — Soient a et b deuxréels. 1 < a < b. Pour calculer / —_—
« &(Lo

b Logb 1
onposef:LogI.d'oudt:d—I.Onaainsi:/ -——(iLq:/ — dt =
r « r(Logr)? L :
|: 1:|Logb 1 1

Tt " Loga Logh

Loga

™

2 — Pour calculer / cosrsin®rdr. on pose t = sinr. on a alors
0

L.

Q| =

£ 1
dz‘:cosrdr.d'oﬁ:/ cos .x sin xr dr:/ ttdt =
0 0
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6.5.2. Intégration par parties

Théoréme — Soient {7 et 17 deux fonctions définies et dérivables sur
un intervalle {a.b]. On suppose que les fonctions dérivées {7 et 1" sont
continues sur [a.b]. Alors on a la formule d'intégration par parties:

b b
/ C)V (2) de = [C()V ()] —/ [ (2)V () d x.
Démonstration — La fonction (I'V) = U174+ U1 est continue sur
b b b
[a.b] et on a: / (CVY(r)de = / U'(x)V(x)de +/ U(e)V(e) dr
a b a Y a
ce qui entraine [F(I)\’(I)}Z = / U)WV () de +/ U(z)V'(x) d=.

Eremples :

1) En posant {7(x) = % et 1'(r) = Logr.on a:

/eL" dr =] ogs| /erd SRy
1IOOII—200.11 121_222.

2) En posant {"(r) = Arc tgret 1 (z) =r.ona

L 1 Lo
/0 Arctg e dr = [r Arctgx], _/0 1+ 22 dr

= [z Arctg x]é — = [Log (1 ‘|‘J’2)L1)

Log 2.

o
o

=1
N — K| =

6.6. Techniques d’intégration
6.6.1. Intégration des fractions rationnelles

Soient P(r) et @Q(z) deux polynémes de =[x] premiers entre eux, ou
Q(x) est différent du polynéme nul. Dans le cours dalgébre on montre
qu’on peut écrire :

m mg de

P(x) Ag B, I-{-C‘
LD D) D e +ZZ (oo sy

k=1:=1 eljl‘ +C

ou les Ay ,.ar. B ;. Ce ). b sont des réels et les ¢, des réels non nuls.

P(z) |
a

Q(r)

Ceci raméne le calcul des primitives des fractions rationnelles
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celui des primitives des fractions simples du type ————. (n € I7*) et

(2 —a)
A+ B :
+ 7 oub#0.nel™ On a les résultats suivants:

L (P

A
1)/4drz-{Log\x—a|+c.
r—a

, 4 ~ A L.
2)/m dr = (1_n)(r_a)n_l+C.51n22.

Ar+ B B Az —a) / Aa+ B
3)/(r—aﬁ+b?dx_/kx—aﬂ+wgdr+ c_arge 4©
sib#0.

= %Log[(r —a)? + b7+ Aa+ B Arctg(‘r —1

)+ C

Ar+ B
4) Calcul d —————dur. b .n>?2
) Calcu e/{(x—a)5’+b:’]"dl #£0.n>

:1.1—+—B o “1(.1—(1)
[(x — a)? }"dl_/[( Qf 1o 47
da + B
+/[(I—a)2+bq]n dr
A(xr —a) _ 4 .
/[(I_“)QWLI’Q}H = (1—n)[(x —a)?+ 04" e

Ada+ B
ﬁ d . en effectuant le change-
r—a)?+b?

. r—a . e+ B / 1
ment de variables y = . elle devient 5 dy. 1l
Y b b w2+ Y

s'agit donc de chercher les primitives de fractions du type

n>1

Pour ce qui est de /

(.1’2 + l)n

1 L .
Posons [, = / m dx. n> 1. On peut intégrer par parties en

. . 1 .
posant ["'(z) =1 et 1'(r) = ————. on obtient alors

(1+ )"

I = x 49 / r? d
n = (1 +.l’2)" n (1 + 2 )n+1 -

_ r . 14z~ 1
_m+2n (/(1+I2)'1+1 _/(1+I2)”+1)

x
= ———— +2nl, — 2nl,
(1+22) + 2n Nin41
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r
dou2nlppy=2n-01, + ————.
OU 2Nin41 ( n ) -+ (1_1_1.2)71
Sachant que I; = / ﬁ_l—,, dx = Arctg x + . la formule (1) permet
72

de calculer I, (n > 2) par récurrence.

Ezemples :

1 de 2 2r +3
1 T dx:/ > = —= Arctg +
)/x~+3r+4 (H%)u(jg)- N NG

C
Sttt 6r =2
2 leul 4
) Caleal de [ SRS
On a:
Pttt - -4 6r-2 1 N 2 1
(r—1)3+ (22 +1)2 -1 (r=2)2  (r-2)3
1 20+ 1
+I2+1+(I3+1):’
et
1
/‘I“_—ldl‘:LOgiI—H‘FCl
9 2 ,
/mdf—‘;ﬁ“‘—’
1 1
L - - i
/(I—l)Bdr 2r—1)pF 3
1
/I2+1 dr = Arctgr + Cy
2r+1 2r 1
T o= =t = 4D
J e[ it
or
1 =z 1 1 1
h=-—F———+-, = -———— + — Arct Cs
2Tyl Tt T gy T
donc
i+t — 22462 -2 —4r+3
—TLogle— 1|+ —~%°
/ (z— 1)+ (22 + 1)2 dr=Loglr =1+ 75

r—2

+ 2(r2 +1)

+ ; Arctgr + C.
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6.6.2. Intégrales de la forme
/ P(cos x,sin x)dx ou P(X,Y)e R[X,Y]

En considérant P(cosr,sin ) comme polyndéme en sin x & coefficients
dans R[cosz]. on peut écrire:

P{cosz.sinz) = Z Py(cos z)sin®r

k>0
= Z Pagp{cos r)sin®Fr 4+ ZP?q+1(COS z)sin2t1p
p20
= Z(l — cos™ x)F Pap(cos )
p20
+ Z(l b COSQI)qPEq+1(COS _l’) sin r
q20

= Qo(cos )+ @Qi(cos ) -sinx

ol Qg et @7 sont des éléments de X[z]. En posant u = cos , on obtient :

/Ql(cos r)sinrdr = —/Ql(u) d u qui est simple & calculer.

Pour ce qui est des primitives de Qg(cos r), il suffit de savoir calculer

les intégrales de la forme [ cos"r dx ou n € T. Pour cela on linéarise

cosr en posant cosr = i(e” +e7 ') sl n = 2p. alors

2p . 1r —1r\2p
cos™"xr = — (€ e
S €7 )
1 &
_ ko (2p=2kNnrx
~ 92 Zci’p €
k=0

p—1 p~1
- [ e, gt ]
k=0 k=0

-1
1 £ k 2p—2hiix ~(2p-2kN
= 95 C€p+zc2p(e(p " el )I)
k=0
1 Lt
= oo |Chn + D 2Ch, cos(2p — 2k)x
k=0

En posant s = p — k, on obtient :

)
p —_
cosFr = —

22r

p
Ch, +2 Z Ch,* cos 231‘:|
s=1
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1 s 2
d'oﬁfcos?pr dr= 5% |: x-l—ZCp sin SI} C

Sin=2p+1, alors

cos P x = va+1 [Z C2p+1 elirtizzhpr

2p+l—k —(2p+1-2k
N —

1 14
= 7% C"p+1 cos(2A + 1)x
A=0

d’ou

1 < _x sin(2A + D)z
2p+1 _ p—A
/COS Tdr= g XZ_OCZ’P“ A+ 1

Eremples:

COS3

/sin3rdz:/(1—c052r)sinx dr=—cosr+

sindr  sin2x

39 T 1

/cos4x dz = —;-/(cos4.t+40032r+3) dz =

6.6.3. Intégrales de la forme [ R(cosz.sinzx) dz,
ol R est une fraction rationnelle

1 p
CHTe [2 >k cos(2p+ 1 - 2k)x

|

+C
3,
8"

+C.

En général. on effectue le changement de variablest = tg 2 , qui n’est

valable que sur des intervalles sur lesquels tg 5 et R(cosx.sinx) sont

définies. On a alors

—¢t? y t
1 _ 2t do = 2d

cosx = . = . iy
14¢2 1+4¢2 14122

d’ou

. 1—¢* 2t 2
/H(cosnsmr) dz /R<1+t2 1+z‘2> 1+1#2 d
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11— 2
ou Ri(t) = R - S 5 est une fonction rationnelle en ¢.
L4+t 1+¢t-) 141
1
Eremple : Calcul de / +—C?S-£
1+sine

r
Posons t = tg 5-ona alors

/1+cosrd / 2 2 4t
TP gy = .
1+sinx 242 +1 1412

—2/ 1+ ! ! dt
N 1+t (1+8)2 1412

ce qui donne:

1 2 \
/iCﬂ dr = 2Log|L +1] = 7 — Log(1+1°) + C

1 +sine
xr 2 o
=2Log]|1 tf‘——— tg” —
og +g2 T igt Log(l + tg 2)—}-('
2
= Log(l +sinr) - ———+ C.
l+tg" 7

Remarque : Cette méthode conduit souvent a des calculs compliquées.
Dans les cas particuliers suivants. on indique des changements de variable
plus commodes :

a) R{cosx.sinz) est une fonction impaire en x : faire u = cos x;
b} R{cosx.sinx) est une fonction paire en r : faire v = sin :

¢) R est une fonction homogéne de degré 0: faire u = tgx. lorsque
tgr et R(cosz,sinz) sont définies sur l'intervalle d’intégration.

cosz dr

——— . en faisant le changement
14 cos2rx

/4
Exemple : pour calculer [ = /
0

de variable u = sin r. on obtient :

p) vz
I“/AZC L i | . 2+ V2
) 20-wy a1y, TR\ TR )

6.6.4. Intégrales abéliennes

6.6.4.1. Intégrale de la forme /R (x. \/Q(r)) d r. ot R est une

fraction rationnelle et () un polynoéme de degré <2

a) Si Q(z) = ax+b est un polynéme de degré 1, en faisant le change-

ment de variable t = v/ar + b. on se raméne & l'intégrale d une fraction
rationnelle.
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b) Si Q(z) = az?+2br+c est un polyndme de degré 2. on distinguera
deux cas:

b, b X .
e a<0:Q(r)=alx+ —)"+c— — sera > 0 si et seulement si
a

a2
b b — ac
b —ac >0 et r+-| < -
a a?
. . b b —ac
En faisant le changement de variable r + — = 5— cost. on
a a

ac—b?

obtient : \/Q(x) = u(t) =

sint et on est ramené a une intégrale
du type /R(cost.sinz‘) dt.

e a > 0: en divisant au besoin @(z) par a. on peut supposer que
Q(z) = x2+2bz+c. En faisant le changement de variablet = V2 + 2br + c—
. 2bt — c — t? N .
r. on obtient \/Q(z) = _Z(bc—t) et on est ramené 4 l'intégrale d'une

fraction rationnelle.

Remarque:
— Si @(x) & deux racines réelles a et b. on peut faire le changement
. r—5
de variable t = .
r—a

—SiQ(r) = r2—1 (resp. Q(r) = r241). on peut faire le changement
de variable x = cht (resp. r = sht).

6.6.4.2. Intégrale de la forme /R <.l‘ 1/ art b) de
cr+d

«jar+b
r+d

En général. on fait le changement de variable ¢t = qui per-

met de se ramener & l'intégrale de fractions rationnelles.

6.7. Exercices et problémes

1) Calculer les primitives suivantes :

a)/AdI

22 —x+1
3zdr z8

o s [ Era
472 4+ 3 4+ 1° x4+ 2

r’dx
o [ it o
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d.r ‘ 3
d)/.r:’(ri’—l):’(r:’+1)4-,t' /ldl

2) Calculer les intégrales suivantes:

/% sinzrdr T osine T ocosde
. —de. S
g 3+2coszx g l4cos®r g 1—2sinr

/O" dr (@£ 0.640).

alcos?r 4+ b¥sin x

o g =/2
2% dr T . / dr
- cos'rdur. R
o sin*xr 4 costr 0 o 3+sinc

w/2 w/4
/ dr / -3 2
- sm” rcos” r dr.
0 SIn & + cosx 0

3) Calculer les primitives suivantes:

dr dx drdr
V1422 V32 +4r +2 ViZ=3r+1
=5 dr dr

——d . . ——
v +1 (z+2)+vVr -1 r+ V42 +3r+1
e e e A
(14 22) 4+ 1+ r2 (a® + r?)e?
/ 5 / 1—xd /l—\/1+.r-|-1‘:’
e ter +1dur. \/ : —— a2
1+1’-l" V142 +r?

m /”“’" dr

4) Calculer les intégrales suivantes:

a9

4 5 2 3 3
Log(x + 2) 5 (Log z)
\/0 T}—Tdr A X LOg.l’dJJ. /2 %dl

1 - /4 5
/ _ loge Log(l+tgrx) der. / et dur.
172 ( 1+1 \/1—x~ 0 0

3
/ r3(Logr)? dr
1

5) Calculer les primitives suivantes:

r %rcsinr Vige+1 / r —Arctgx d
-2 Ccoslr 14 22 *

6) Soit f: [ . ] — = une fonction réglée. Montrer que

m ; / f)
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7) Soit f: [a.b] — = une fonction réglée. On pose

b—a o a b
= - t)dt
W, ( ) | 1t
k=1
a) Montrer que si f est croissante. on a:

0< r(n) < "0 (5(8) - fla)).

n

b) Montrer que si f est de classe C'!. alors

. b—a
lim nr(n)=
n—=+x n

(f(b) = f(a)).

—a .
Indication : en posant rp = a + k . remarquer gqu on a

okt

= ki (Flarst) — F(E)) dt.

=0 Ry

8) Soit f: [a.b] — = une fonction de classe C! et telle que f(a)

f(b) = 0. On note M = sup |f'(x)]. Montrer que
refa b)
b a2
[ rwar < =

9) Soit f: [0.a] = & une fonction continue strictement croissante et
telle que f(0) = 0: soit g: [0. f(a)] — = sa fonction réciproque.

) Montrer que. pour 0 < r < aet 0 < y < f(a). on a: ry
/ f) at +/ g(u) du. I'inégalité ayant lieu si y = f(x).

IN

Indication : y étant fixé. étudier les variations de la fonction r —
I
J-’y—/ f(t) dt.
0

. . .. 1 1
b) En déduire, p et ¢ étant des entiers positifs tels que — + — = 1.
q
que: ry < arf + by?. pour a > 0.6 > 0 et (pa)i(gb)? > 1.

. . 5 . 1
10) Montrer que la fonction définie par f(0) = 0. et f(r) = z=sin —
r

si 0 <z <1 est dérivable sur [0.1]: sa dérivée f’ est-elle intégrable sur
{0.1)7

11) Soit f: [a.b] = = une fonction integrable On suppose que pour

toute fonction continue h : / flr ) dx = 0. Montrer que

f est identiquement nulle sur [a.b].
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12) Soit f: [a.b] — = une fonction réglée. Montrer que

b
lim / ft)e'™ dt =0
n—+c a

Indication : On démontrera le résultat d’abord lorsque f est une fonc-
tion constante. puis lorsque f est une fonction en escalier. avant de le
généraliser aux fonctions réglées.

13) En utilisant des inégalités ou la formule de la moyenne. calculer
les limites suivantes:

) YT Arctgt _ T sint . L,
lim df. lim — dt. lim (£"4sinr)”dr.
r=4oc [ \/27 =0 /. t- n—+x fy

14) (Inegahtes de Schwartz et de Minkowski) Soient f et g deux
fonctions numériques définies et continues sur un intervalle [a .b] de =.
Montrer que:

b 2 b b
)(/ f(r)g(-r)dr> < (/ (f(l'))zdr> (/ (g(r))i’dr)

) 1/2 b 1/2 b 1/2
2) (/ <f<r>+g<.r>>’-’dr> < (/ <f<.r>>?dr> +(/ (g(r))ﬁ’m) |

15) Soit f : [a.b] = = une fonction de classe C" et soit u(r) =
(f _ I)n—l
(n—1)!

Montrer que: V¢ € [a.b].

t n-—1 .
] u(.l,‘)f(n:'(l’)d.r = Z(_l)"‘ [U(A‘)(I)f(n—k—l)(r)

a
k=0

en déduire la formule de Taylor avec reste intégral:

—a\r t n—~1 R
st = £+ 3 @+ [ -0

Probléme I — Lobjet de ce probléme est de démontrer le résultat
sutvant (formule de Stirling): pour tout entier positif n assez grand:

nlx n™\2rne ",

1) Soilent :
1 1+
Flr) = 5 Log —— 1—7
3
r
(r) = p(r) -
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En étudiant les dérivées de ces deux fonctions. montrer que : o(r) > 0
et U(r)<Opour0<e<l.

2) Montrer que pour tout 0 < xr < lona:

1 14+ 3
0<-Log—— —r<
=0T TR0
En posant r = Ml en conclure que:
1 n+1 1 /1 1
0< —}Log —-1<— (==
_(n+2) %y ‘12(n n+1>
3) Soient les deux suites de terme général :
ndlen 1
a, =n_»  etb, =a,eTn.
1 b, +1
Montrer que a, < b, et que dn + >let 2 h <1

n n

En déduire qu’il existe un nombre unique c tel que: a, < ¢ < by, et
qu il existe un nombre § compris entre 0 et 1 tel que:

- L, e
n'=c¢ lntze etn .

4) Montrer la formule de récurrence suivante :

) 1 . n—1 . 9
/sm” rdr=—>sin"trcosr+ sin" " "rdr.
n

n

En déduire que:

/”/Q,r,n d 2n—12n -3 17
sin“"r dr = — o
, 2 2m—2 22
/17/~ sin”?tl dr = n_2n -2 g
0 2n+12n -1 3
En conclure que:
/2 .
/ sin“” dx
1< 28 <14 —
S R
/ sin®"*! d
0
et:
7 ) 224466 2n 2n
o= lim -
: n—+x 133557 2n—12n+1

22 42 2n — 2)*
= lim ——= (—n—)Qn
n—=4+~ 9~

3257 (20— 1)?
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et par suite:
VT = lim

n=+2 (2n)inz

3) Montrer que le nombre ¢ défini en 3) vérifie :

‘ on4i
. n 2
c= lm (——6_2"
n—+4oc n)!
(n1)2227/2 | pntze" ?
c= lim .
n=s+oc (2n)lnt n!

=Vorc?

d'oti la valeur de ¢ et la formule de Stirling.

Probléme II — Soit 2 un ouvert de =%et f: Q — = une fonction
continue qui vérifie la propriété: il existe & > 0 tel que

Viz.y). (") €. |f(x.y) = f2" 0O < kly -yl

y): e —a|l <aly—bl < 3} C Q. Soit A/ tel
que |f(r.y)| < M. ¥(r.y) € I. On suppose Ma < 3.
1)

a— Soit I = [a — a.a+ a]. Montrer qu’on définit bien une suite de
ke

fonctions sur J en posant: ,(r) = b. pn(r) = b+/ flt.pn-1(t)) dt.

Ve € J.¥n €Il. (On montrera que: Yn € I1.Vr € J.a|,:n(.t) -bl < 3).
b — Montrer que: |, (&) — pn-1(2)] < %h‘ —a|*"tvred.

2)

a — Montrer que o, est continue, Vn € IT.

b — Montrer que la suite (g, ) converge uniformément vers une fone-
tion que l'on notera .

¢ — Montger que ¢ est continue et vérifie les relations: »(a) = b et
olr) = b+/ flt.elt)dt. Yred.

d — En déduire que ¢ est dérivable sur J et vérifie l'égalité: o'(r) =
fleop(r)). VYeel.

3)

a — Soit ¥: J — = une fonction dérivable qui vérifie les relations:

P(a)=bet ¥ (r)=f(z. V(). VrelJ.

Montrer que: ¥(r) = b+/ F.¥())dt. YeeJ.
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b — Montrer que:
o) = W) <k [ 1ol - vl ae vred

kn
SA—le—al.  ou A=suplp(r)—¥(r).
n! red

¢ — En déduire que p = V.
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