
Chapitre 4 : APPROXIMATION
POLYNÔMIALE
D'UNE FONCTION

Introduction
Les polynômes font partie des fonctions les plus simples qu'on ren-

contre en analyse. Leurs valeurs en un point sont aisément calculables
par des opérations algébriques élémentaires. Dans ce chapitre, on cherche
à approcher une fonction par un polynôme ; et si la différence entre la
fonction et son polynôme d'approximation est assez petite, alors en peut
dans certains cas pratiques remplacer les calculs sur la fonction, par des
calculs sur son polynôme associé.

Il existe plusieurs manières d'approcher une fonction par des poly-
nômes, suivant l'usage qu'on veut faire de cette approximation. Dans
certains cas, la fonction considérée est définie par une expression ma-
thématique ou. plus fréquemment, par une suite de valeurs prises en
des points distincts x,,f, — f(x,),i G {0 .1 ,2 . . . . n} ( / est dite alors
échantillonnée ou discrétisée).

Pour de nombreuses questions, il est alors utile d'approcher / par une
fonction polynômiale P convenablement choisie tel que P(x,) = /¿. pour
; = 1,2 n. Cette approche peut être réalisée soit sur un intervalle
[a. 6], soit sur un voisinage d'un point XQ.

4.1. Approximation polynômiale sur [a. b]
4.1.1. Interpolation (méthode de Lagrange)

Soit / une fonction définie sur l'intervalle [a,b]. Connaissant les va-
leurs / o . . . . . / „ . de / aux points Xç, x„. de [a.b] on cherche un po-
lynôme Pn de degré n tel que

Pn(x,) = / ( * , ) ; i = l . . . n .

Ces équations déterminent le polynôme Pn. appelé polynôme de La-
grange. En écrivant Pn sous la forme :

P n ( x ) = a o { x - x i ) ( x - X2) • • - ( x - x n ) + a i { x - x o ) ( x - x 2 ) • • • ( x - x n

+ h a n ( x - x o ) ( x - x i ) • • • ( x - a r n _ i )
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on obtient le système d'équations :

P n ( x 0 ) = a o ( x 0 - ^ i ) ( . v 0 - x 2 ) . . . ( x 0 - x n ) =

Pn{xn) = an(xn - X0)(xn - X\) • • • (Xn - Xn-l) = fn

qui détermine les coefficients ao.a\ a,,.

En introduisant les polynômes

On obtient Pn{x) sous la forme :

1=0

Eremple — Donner l'interpolation parabolique (n = 2) de f(x) = sin x

sur [0. f ]. Soit .i'o = 0. f i = - et ro = - . On a :

Pi(xo) = /(O) = 0

doù

P2(x2) = f(~) = 1

L() (

et P2(j) = - V - ( 7]

4.2. Approximation polynômiale
au voisinage d'un point .r0

 :

Polynôme de Taylor
Soit / : / C --- —> I?. et xo G / . On sait que si / est derivable en Jo-

ëlle peut être approchée au voisinage de ^o par une fonction affine ç (un
polynôme de degré 1) :
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avec,

f() ç(xo) et

Plus généralement on cherche, dans le cas où / est derivable en
jusqu'à l'ordre n. n > 1. un polynôme P{x) de degré < n tel que :

En écrivant ce polynôme sous la forme

P(x) = a0 + ax(x - XQ) + a2(x - x0)
2 + h an{x - xo)

n

on voit que la dérivée A>lème de P(x) s'écrit :

P(k)(x) = k\ak + (x - xo)v(x), v(x0) + 0

d'où P^^xo) = A'Ia/f = / ' ' ' ' ' ( J O ) . Le polynôme cherché s'écrit donc :

P ( X ) : / ( * o ) - \-f'(xo)(x-
r o ) 2

Ce polynôme est appelé polynôme de Taylor de degré < n engendré par
/ au point J?O et sera noté Pn(j) = Tnf(x.xo) ou Tnf simplement.

4.2.1. Exemples

l)f{x)=er.

2) f(x) = sin x : on a /<2i;+1)(0) = (-1)* et f2k)(0) = 0 pour tout
entier k. D'où

r 2 n + 1 / ( ' . o ) = I - 3 F + 3 [ - i = r

3J / ( f ) = COSÍ1. On a cíe même

x2 xA
 X6 x2n

r 2 n / ( í . O ) = 1 - — + — - — + • • + ( - 1 ) ^ y | .
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4.2.2. Remarques

1) Les formules suivantes, facilement vérifiables, permettent de cal-
culer de nouveaux polynômes de Taylor, à partir d'autres, connus. Les
polynômes de Taylor qui suivent sont engendrés au même point xo-

a) Propriété de linéarité

r¡g)=\Tn(f)+TlTn(g).

b) Propriété de differentiation

c) Propriété d'intégration

La primitive de Tnf qui s'annule pour x = xo est égale à Tn + i(g), où
g est la primitive de / qui s'annule pour x = XQ-

2) Soit Pn un polynôme de degré n > 1.

Soient / et g deux fonctions dérivables à l'ordre n telles que :

f(x) = Pn{x) + (x-x0)
ng(x)

où lim g(x) = 0 alors T„(f) = Pn(x).
x-n-o

4.2.3. Exemples

On sait que

1 xn+1

x2 + ••• + xn + pour x ¿ 1
1 Xl + x + x + + x +

1 - X 1 - X
comme lim -, = 0, d'après 4.2.2.2)

x-)-0 1~x J

= l + x + x 2 + ••• + x n ( 1 )

et d'après 4.2.2.c) (1 - x > 0)

Tn + 1[-\ri(l-x)] = x + ^ + Ç + . . . + j f ^ (2)

si dans (1) on remplace x par — x2. on a :

~ = l - r 2 + _r4 + . . . + ( _ 1 ) r ¡ _ r 2 n _ ( _ 1 ) n _

donc

et d'après 4.2.2.c)

) = y^(-1)A"^—T- (4)
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4.3. Formule de Taylor
Dans ce paragraphe nous examinons Terreur dans l'approximation

d'une fonction / par son polynôme de Taylor Tn(f).

Soit En[x) = f(x) — Tnf(x). Le théorème qui suit donne une expres-
sion de En(x). C'est une généralisation du théorème des accroissements
finis.

4.3.1. Théorème de Taylor

Théorème : soit / : / — ) • M. une fonction définie sur un intervalle / de
IR. On suppose, n étant un entier naturel donné, que / et ses dérivées / ' ,
/ " , . . . , /(") sont définies et continues sur / , et /("+1) est définie sur / .

Pour tout couple de points a. 3 de I il existe un réel 7. a < 7 < 3 si
a < ß, ou ß < 7 < a si 3 < a tel que :

ß-a

V - a)' S + (3
ni (

+ 1

71 + 1 ) ! (l)

Démonstration — On pose :

Rn+1(x) = f(x) - i/(û) +

on remarque que :

(i)

D'après le théorème des accroissements finis généralisé (3.4.3), il
existe 71 compris entre Q et 3 (ou entre 3 et a) tel que :

(3-a n+1

n + l(a) - Rn+l(3)

(si Q < 3

0 - + 1 -(3-a)"+1 ( n -

De même il existe 72 compris entre a et 71 ou entre 71 et Q tel que

\—+T = \ = 1 w \ (sl û ^ "Ì'1 )

K + i ( Q ) - K H

On - (n

n(n

- a )

- a)"" 1 '

(si 71 < Q)
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En itérant ce processus jusqu'à n + 1 on aura

Rn+1(3)

où -)n+i est compris entre a et 3 ou .5 et a ; d'où la formule (1) du
théorème.

4.3.2. Remarques

1) La formule (1) de 4.3.1 est appelée formule de Taylor (ou de Taylor-
IJ — ct)n + 1

Lagrange) à l'ordre n + 1 et le terme Rn + i = — H-¡— / ( u + 1 ) ( - , ) est

le reste de Lagrange.

2) II en existe d'autres formes du reste. Mentionnons pour le moment
¡a forme de Cauchy : il existe un nombre 6, 0 < 8 < l, tel que

R - f i 0)nfin+1)((l-e)a + 03) + 1

Rn+i-(l-0) ^ ^ (3-a)

3) en posant 3 = x la formule de Taylor s'écrit :

où Tnf(x, a)est le polynôme de Taylor associé à f. au point a.

4) en posant x = a + h et ~) — a + 9h 0 < # < l . On peut écrire :

p = 0 F' y >'

Si Q = 0 et h = x on obtient ¡a formule de Mac Laurin-Lagrange.

•5) si la dérivée d'ordre (n + l)de f satisfait les inégalités

m < f{n+1)(i) < M

dans un intervalle contenant a. alors pour tout point x de cet intervalle
on a ¡es estimations suivantes du reste

m-
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Exemples

1) Calcul du nombre e.

Si f(x) = ex et a = 0 on a:

" rk rn+l

Posons Rn+1(x) = (£^yre<l'-r>. Sur [0.1] on a 1 < e<^> < e < 3.
D'où

Pour x = 1 on a :

" 1
e = y ^ TT + fin + i( l) . OÙ

Ceci nous permet de calculer le nombre e arec une précision fixée à
¡avance. Par exemple pour calculer e arec sepf décimales exactes il suffit

3 1
de choisir n, tel que: — < -10~ 8 : n = 12 convient.

2) Irrationalité de e.

D'après l'exemple 1) on a

^ 1
< e - > — <

en multipliant par n\ on obtient

1 " n! 3 3
< nie- y — < — - < '-. si n > 3 (1)

n + 1 - ^ A.-! n + 1 - 4

si e éfaif rationnel, on pourrait choisir n assez grand de sorte que ni e soit
" n!

un entier et comme ¿2 77 e s t un entier. (1) exprime que la différence de
k=o kl

ces deux entiers est un nombre positif qui ne peut excéder —, ce qui est
4

impossible. Donc e est irrationnel.

4.4. Développements limités
On a vu dans l'étude de la formule de Taylor que certaines fonctions

peuvent être approchées par des polynômes.
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Plus précisément, si / . / ' . . . . / ' " ' sont définies et continues dans un
voisinage de 0 et / ("+ 1 ' existe et est bornée dans ce voisinage, alors dans
ce voisinage, f(x) s'écrit sous la forme:

j f (û „\

où Pn(x) = Tnf(x) et e(x) = („ + 1}, avec l ime(i) = 0.

f(x)
Les conditions entraînent que lim „ , , = 1. On dit alors que fix)

x^o Pn(x)
et Pn(x) sont équivalentes au voisinage de 0 : autrement dit. / et Pn ont
la même configuration au voisinage de 0.

Nous allons dans ce paragraphe faire une étude systématique des
fonctions équivalentes à des polynômes au voisinage d'un point. On dira
alors qu'elles admettent un développement limité en ce point.

4.4.1. Infiniment petits et infiniment grands

Définitions — Soit / une fonction numérique de variable réelle, définie
au voisinage de xo (éventuellement on peut avoir xç> = + oc ou xo — —oc).

— Si lim fix) = 0. on dira que f(x) est infiniment petit (notation :

I.P) au voisinage de xo-

— Si lim f(x) = +OC (resp. — oo) on dira que f(x) est un infiniment
•r—Ho

grand (notation : I.G) au voisinage de xo-
— On dira que f(x) et g(x) sont deux I.P. (resp. I.G.) simultanés

au voisinage de XQ si

lim f(x) = lim g(x) = 0
r-n-o r-fxo

(resp. lim g(x) = lim f(x) = oc).
x- f . r o •!•—"o

— On dira que les deux I.P. (resp. I.G.) f(x) et g(x) sont de même
flx)

ordre au voisinage de XQ s'il existe un réel différent de 0 tel que lim =
x^xog{x)

a. Si a = 1. on dira que / et g sont équivalentes au voisinage de ̂ o (no-
tation / ~ g).

Exemple : (sin x)2 et Zx2 sont deux I.P. de même ordre au voisinage de 0.

Définitions — Lorsqu'on étudie des fonctions :

i) au voisinage de 0. x (resp. — ) est appelé I.P. principal (resp. I.G.

principal) :

ii) au voisinage de l'infini : x (resp. — ) est appelé I.G. principal (resp.
x

I.P. principal) :
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iii) au voisinage de x0 G S : (x — xo). (resp. ) est appelé I.P.
x — x0

principal (resp. I.G. principal).
Si f(x) est un I.P. (resp. I.G.) et a YI.P. (resp. \ I.G.) principal.

f(x) dite d'ordre p par rapport à a si les deux I.P. (resp. I.G.) f(x) et
ap sont de même ordre, c'est-à-dire si l'on a :

lim = a. avec a ^ 0.

Dans ce cas, f(x) ~ aar et aap est dite partie principale de f(x).

4 .4 .1 .1 . Exemples

i) sin(,r — ¿o) est un I.P. d'ordre 1 par rapport à x — xo au voisinage
de x0.

ii) 1 — cos xest un I.P. d'ordre 2 par rapport à x au voisinage de 0.

¡ii) Si 1 < p < n, bnx" + bn-ix"'1 + h bpxP est un I.G. (resp.
I.P.) d'ordre n (resp. d'ordre p) relativement à x au voisinage de l'infini
(resp. de 0). sa partie principale étant bnx

n (resp. bpxp).

4 .4 .1 .2 . Remarque

Cette notion d'« ordre » d'une fonction ne s'applique pas à tous les
I.P. (resp. I.G.). Par exemple ax est un I.G au voisinage de +oc. mais

a* Í0 sia < 1
Vp > 1. hm — = <

.:•-•+oc xP I +3C si a > 1

par suite on ne peut parler de son ordre.

La notion de développement limité d'une fonction au voisinage de
xo généralise la notion d'ordre, dans la mesure où la fonction n'est pas
nécessairement équivalente à une expression de la forme a(x — XQ)P . mais
à un polynôme en x — Xo-

4 . 4 . 1 . 3 . Comparaison de fonctions

Définition — Soient 5 ~ xo. f : S —> 5. et g : S —» Z deux fonctions
sur S. On dira que g est négligeable au voisinage de xç> devant / et
l'on notera g = o(/) s'il existe une fonction e définie sur 5 telle que
g(x) = f(x)e(x) avec lim e(x) = 0.

Propriétés :

— Si g = o(/) et h = o(g). alors / = o(h).

— Si g = o(/) et si h est bornée alors gh = o( /) .

Exemples :

— xn+1 = o(xn) au voisinage de 0. si n G I1.
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— Si Q > 0. alors Log.r = o(xa) au voisinage de

— Si p G I1. alors xr = o(er) au voisinage de

4.4.2. Développements limités au voisinage de 0

4.4.2.1. Définition

Soit f(x) une fonction numérique à variable réelle définie dans un
voisinage de 0 (sauf peut-être en 0). On dira que f(x) admet un déve-
loppement limité (notation D.L.) d'ordre n au voisinage de 0 s'il existe
un intervalle / de centre 0 et un polynôme Pn de degré < n tel que pour
tout x ^ 0. élément de / . on ait :

où s : / C --. —> -- vérifie : lim e(x) = 0. Pn(-
V) esi appelé partie régulière

du D.L. et e(x)xn le reste (ou le terme complémentaire).

Dans toute la suite, la notation e(x) ou e,(x) désigne un infiniment
petit au voisinage de 0.

4.4.2.2. Propriétés

1) Si f(x) admet un D.L. au voisinage du 0. et si la partie régulière
Pn(x) est non nulle, alors f(x) est équivalente à Pn(x) au voisinage de
0. En effet si

P n ( x ) = a n x n + ••• + a p x p 0 < P < n ( x ° = 1 )

o n a :

flr) rnf(r) rn~pf(r)
J l J / — 1 ' l ' — l ' • i

•inx
n + • • • + cipXP anx

n~P + h ap

Xn~peix)
et lim = — = 0.

x - > o a n x n P + - - - + ap

Remarque : il faut s'assurer que le polynôme anx" + • • • + apx
p est non

nul. Par exemple si f(x) = e'1'1'. f{k)(0) = 0 Vf-. / admet un D.L.
d'ordre n pour tout n G Fi ayant pour partie régulière le polynôme nul
0 . Cependant f(x) est différent de 0 pour tout 1 E R , d'où fx) n'est
pas équivalent à 0 .

2) Si f(x) admet un D.L. d'ordre n au voisinage de 0. elle admet au
voisinage du même point, un D.L. d ordre q. si q < n. Soit en effet

f(x) =ao + aix + --- + anx
n + x"e(x).

On peut écrire

f(x) = ao + o.\X + • • • + aqx
q -\- xq \aq+ix + • • • + anx

n~q + xrl~qe(x)^ .

En posant ei(r) = aq+ix + • • • + anx
n~q + xn~qe(x). on obtient

f(x) - a0
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Ainsi si Pn{x) est la partie régulière du D.L. à Tordre n de f(x), on
obtient la partie régulière du D.L. à l'ordre q de f(x) en supprimant les
monômes de Pn(x) de degré strictement supérieur à q : on dit qu'on a
«tronqué» Pn{x) à l'ordre q et on la notera Dq(Pn(x)).

3) Si f(x) admet un D.L. à Tordre n(n > 0) en x = 0, la fonction
n'étant pas supposée définie en x — 0, on a lim f(x) = P„(0), et Ton

T-+0

pourra prolonger / par continuité en 0 en posant /(0) = Pn(0).

Ainsi f(x) = sin ^ n'a pas de D.L. en 0, par contre .rsin ^ admet un
D. I . d'ordre 0 au voisinage de 0 avec Po(0) = 0.

4) Soit / une fonction définie au voisinage de 0 et continue en 0. Si
/ admet un D.L. à Tordre n(n > 1) en 0. alors f(x) est derivable en 0
e t / ' ( 0 ) = P¿(0).

Ainsi x sin £ n'admet pas de D.L. en 0 d'ordre n > 1, par contre
x- sin j admet un D.L. d'ordre 1 en 0 avec Pi(0) = 0.

5) Si f(x) admet un D.L. d'ordre n en 0. alors sa partie régulière
Pn(x) est unique.

En effet si

avec Pn(x) = anx
n + • • • + a0 et Qn(x) = bnx

n + • • • + b0. on a :

anx
n + h a0 + xne(x) = bnx" + \-b0 + xne1{x) ;

en faisant tendre x vers 0. on obtient : ao = bo : d'où en simplifiant par
aç> et en divisant par x les 2 membres on a :

anx
n-1 + --- + a1 + xn-1e(x) = bnx

n-1 + • • • + b1 + x"'^^).

on montre comme ci-dessus que ai = b\.

En répétant ce processus on démontre que a¡- = 6, pour / = 0 n.

Application

— Si f(x) est une fonction paire les termes de degré impair dans
Pn{x) sont nuls. En effet si / est paire, on a :

f(x) = Pn(x) + x"e(x)

f(-x) = Pn(-x) + xn [(-l)t(x)]

= Pn(-x) + xne1(x)

De Pn(x) = Pn(—x) on déduit le résultat.

— De même si / est impair, les termes de degré paire dans Pn(x)
sont nuls.
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4.4.2.3. Développements limités obtenus à partir
de la formule de Mac-Laurin

a) Si / . / ' • • • / ' " ' sont définies et continues dans un voisinage lo de
0 et si /(n+1) est définie et bornée dans \'Q. d'après la formule de Mac-
Laurin on a :

f(x) = Tnf(x.o)+xne(x)

Par suite / admet un D.L. d'ordre n en 0 et sa partie régulière n'est
autre que son polynôme de Taylor à l'ordre n en 0. On dira que le D.L.
de f à l'ordre n es1 obtenu à partir de la formule de Mac- Launn.

b) On suppose que / admet un D.L. à Tordre n obtenu par la formule
de Mac-Laurin. La fonction dérivée g = / ' vérifie les hypothèses de a) à
l'ordre n — 1 d'où

g(x) = </ (0 ) + x g ' ( 0 ) + • • • + j

En revenant à / :

/ ' (*) = /'(O) + xf"(0) +•••+

On peut donc conclure: si / admet un D.L. d'ordre n. f admet un
D.L. d'ordre n — 1 et sa partie régulière est obtenue par dérivation de
la partie régulière du D.L. de / . On retrouve la formule (Tnf)' = Tnf
(Remarques 4.2.2 b).

De même toute primitive F de f vérifie les hypothèses de a) à l'ordre
n + 1. d'où

F(x) = F(0) + xF'(0) + ••

En revenant à / :

F(x) = F(0) + xf(0) + Ç/'(

donc : si / admet un D.L. d'ordre n, toute primitive F de f admet un
D.L. d'ordre n + 1 et sa partie régulière est la primitive de la partie
régulière de / qui pour x = 0 prend la valeur F(0). On retrouve la
propriété c) de 4.2.2.

4.4.2.4. Exemples

D'après ¡es exemples 4.2.3. on a :

1) —— = l + x + x2+--- + xn +xne(x)
1 - x
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on en déduit par dérivation :

1
- r^ = 1 + 2x + 3x + h nxn~l + xn~1t

2) de — î — = 1 - x + x2 + --- + (-l)nxn+xne(x)
I + x

on déduit par intégration :

r - ^ + í + ---+(-l)n^—r + x'

3) de !-5- = 1 - x2 + xA + • • • + (-l)"x2n + x2ne3(x)
+ x¿

on déduit par intégration :
3 5

+= X + + + ( 1 ) ^ ^
3 o 2n +

4) on obtiendra de
x3 x'°

le D . I . de :

5) So i t a e Q e t f(x) = ( l + x ) a .

f'(x) = a(l + x)a-1. / ' ( 0 ) = Q .

/ " ( x ) = Q ( Q - 1 ) ( 1 + i - ) " " 2 . / " ( 0 ) = Q(Q - 1 ) .

/(")(J) = a(a - 1) . . . (a - (n - 1)) (1 + x)

/ ' n ) ( 0 ) = Q ( Q - l ) . . . ( Q - n + l ) .

d'où

avec lim ((x) = 0.

6) En intégrant les développements de , 1 . 1 obtenus en appli-

quant 5). on obtient :

» • r 3 l - 3 - 5 ( 2 n - l ) x2n + 1
 2 + 1

Arcsini = ^ ^ 2 + 1
6 2 - 4 - 6 . . . . 2 n 2n + 1

2 - 4 - 6 . . . .
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4.4.3. Opérations sur les développements limités

Si / (resp. g) admet un D.L. d'ordre p (resp d'ordre q) alors / et g
admettent un D.L. d'ordre n = m'm(p.q). On supposera dans la suite
que / et g admettent un D.L. de même ordre.

4.4.3.1. Somme

Soient

f(x) = Pn(x) +x"e(x). avec lim f(x) = 0

et glx) = Qn(x) + xnei(x). avec limei(j?) = 0.
J--J-0

On a : f(x) + g{x) = Pn(x) + Qn(x) + x"(e(x) + d(x))

= Pn(x) +Qn(x) + xne2(x) avec lim e2(x) = 0.
x—t-0

D'où: si f(x) et g(x) admettent un D.L. d'ordre n au voisinage de 0.
f(x) + g(x) admet un D.L. d'ordre n au voisinage de 0. dont la partie
régulière est la somme des parties régulières des D.L. de f(x) et g(x).

Exemple :

ex = 1 + x+ h — + xn€1(x)

xn

e-x = 1-X+ •• • + ( - ! ) " — + xne2(x)

d'où

ex + e~x = 2 + 2
2Í

r2n \

m)
-, — JC

chx=e-^— = l+'^ +
2! ' ' (2n)!

4.4.3.2. Produit

Si dans un polynôme P(x) de degré < n on supprime les termes de
degré > q. on obtient un polynôme Q(x) de degré < q : on dit que l'on a
tronqué P(x) à l'ordre q. et on écrit: Q(x) = Dq (P(x)).

Soient

f(x) = Pn(x) + xne(x). avec lim f(.r) = 0

et

g{x) = Qn(x) + xn€i{x). avec l i m e i ( j ) = 0.
x—*-0

On a:

f(x)g(x) = Pn(x)Qn(x) + x n (e(x)Qn(x) + e1(x)Qn(x) + xnc1(x)) .
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Si on pose

Cn(x) = Dn{Pn(x)Qn(x))

on a :

f(x)g(x) = Cn(x) + xne2(x). avec l ime2( i) = 0.
.r-i-0

D'où: si f(x) et g(x) admettent un D.L. d'ordre n au voisinage de 0.
alors /(.r) g(x) admet un D.L. d'ordre n au voisinage de 0, dont la
partie régulière est égale au produit des parties régulières de f(x) et
g(x). tronquée à l'ordre n.

Exemple : Donner un D.L. de f(x) = (x3 + x2 + 1) ln(l + x) à l'ordre 4

x3 x4x2 x3

— + —
d'où

+ x2 + x3)(x -Jj + Ç-JÇ)]+ x4e2(x

r2 4r3 r4

f(x)=x-- + — + - + X%{X).

4.4.3.3. Quotient

f{x) = Pn(x) + x"e(x):

g(x) =Qn(x) + xn
£l(x). avec Yimg(x) = Qn(0) ¿0.

J--+0

On peut diviser Pn{x) par Qn(x) à l'ordre n. suivant les puissances
croissantes :

Pn(x) = Qn(x)Dn(x)+xn+1R(i) avec degré Dn(x) < n.

D'où

f(x) = (g(x) - e1(x)xn) Dn(x) + xn+1R(x) + xne(x)

=>f(x)=g(x)Dn(x) + xne2(x).

Si f(x) et g(x) admettent un D.L. d'ordre n au voisinage de 0. et si

limg(.r) é. 0 alors — admet un D.L. d'ordre n au voisinage de 0. dont
.r-vo g
la partie régulière s'obtient en divisant suivant les puissances croissantes
à l'ordre n. la partie régulière du D.L. de f par la partie régulière du
D.L. de g.
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Exemples :

1)

x2 x4

chi = 1+ — + — + r°ci(i)

d'où

x3 2x5

2)

x3

sinx = x h x3€i(x)
6
o 3

Log(l + x) = x-^- + Jj + x3e2(x)

sin x x — £j- + x3ei(x)
Log(l + i) x-*l

1 - T

4.4.3.4. Développement limité d'une fonction composée

On considère une fonction u(x) admettant un D.L. au voisinage de
0 d'ordre n. avec lim u(x) = 0. et une fonction f(u) admettant au voi-

r—>-0

sinage de IÎ = 0 un D.L. d'ordre n :

u(x) = Bn(x)+x"e1(x), Bn(0) = 0.

f[u) =ao + aiu+ \-anu
n + une(u).

P o s o n s : F(x) = f(u(x)) : o n a :

F ( x ) = a 0 + a i ( 5 n ( i ) + x n
e i ( x ) ) + • • • + a n ( B n ( x ) + x n e 1 { x ) ) n

+ (B„(x) + x n e 1 ( x ) ) n e ( u ( x ) ) ( 1 )

On montre par récurrence, en tenant compte de Bn(0) = 0. que:

(Bn(x)+xn
£l(x))k = (Bn(x)f + xnek(x). avec l ime f c ( j )=0

x—^0
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le terme complémentaire de (1) devient

( B n ( x ) + J n f l ( i ) ) n € ( u ( x ) ) = ( B n ( x ) ) n € ( U ( X ) ) + i " f „ ( l ) f (U(X)

comme 5(0) = 0. alors (Bn(x))" = x"Q(x) et

(Bn(x))ne(u(x)) = x"Q(x)e(u(x))

et comme lim e (u(x)) = 0. on peut écrire :
x-tO

( B n ( x ) + x n € 1 { x ) ) n e { u { x ) ) = x " ( ' { x ) . a v e c l i m e ' ( . r ) = 0 .
x—s-0

Finalement (1) s écrit sous la forme:

(2)

F(x) = ao + a1Bn(x) + a2(Bn(x)y

avec lim e"(i) = 0. D'où :

•an(Bn(x))" + xne"(x)

(3)

(4)

où Pn(x) = Dn[J2 ak (Bn(x))K et lim e'"(i) = 0.

D'où ia règle: La partie régulière du D.L. de F(x) s'obtient en rempla-
çant u. dans ¡a partie régulière du D.L. de f(x). par ¡a partie régulière
du D.L. de u(x). le tout tronqué à l'ordre n.

Exemple 1— Développement limité d'ordre 3 de F(x) = -y/l + ln(l + x)

Posons u(x) = ln(l + x)

f(u) = y/T+û

x2 x3

u(x) = x - y + y + ei(x)x3 = B3(x) + x3ei(x)

/ ( ) l + 8 ( )

B3(x) (B3(x)y- , (B3(x)Y
16

+ xde(x

i 7 3

Exemple 2— Développement ¡imité à l'ordre 4 de G(x) = Logeos x.
o 4

V X
cos.r = 1 - y + — + x4€1(x) = 1 + u(x).
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x2 x4

avec u(x) = -— + — + xie1(x)

d'où G(x) - Log (1 + u(x)) : lim u(x) = 0.
r-i-0

En appliquant la règle du D.L. d une fonction composée à G(x) =
g(u(x)) avec g(u) = ln(l -f u). on obtient :

Logcos.r = - y - — + xAe3(x)

4.4.4. Développements limités aux voisinages de
x0 / 0, et de l'infini

4 A.4.1. Définition

Une fonction f(x) admet un D.L. d'ordre n au voisinage de XQ. si la
fonction F(x) = f(x — XQ) admet un D.L. d'ordre n au voisinage de 0.

Remarque: si f(x) admet un D.L. d'ordre n. on a :

F(x) = cio + a\x + • • • + anx
n + ci(x)x", avec l i m e i ( j ) = 0

f(x) = a0 + ai{x - x0) + \- an(x - ,r0)''
Hm f i ( j — Xn) = 0

D'où: / admet un D.L. d'ordre n au voisinage de xo si et seulement si

f ( x ) = a 0 + a i ( x - x 0 ) + h a n ( x - x u ) n + {x - x o ) n ( \ { x - x 0 ) .

avec l i m ei(x — XQ) = 0.

Exemple : Donner le D.L. à l'ordre 3 de f(x) = ex au voisinage de xo = 1.

d ' o ù e x = e 11 + (x - 1 ) + . , + ' " , ^ + (•*" ~ l ) a e i ( ¿ - 1 ) 1 -
L ' J

4.4.4.2. Définition

Une fonction /(.r) admet un D.L. d'ordre n au voisinage de l'infini,
si la fonction F(x) = /(~) admet un D.L. d'ordre n au voisinage de 0.
S il en est ainsi on a :

F{x) = b0 + bix -\ 1- bnx
n + xne(x). avec lim e(.r) = 0
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d'où

x
• +

n
avec lim e( —

I—Í-OC X
) = o

107

x2 - 1
Exemple : D.L. de f(x) = — — d'ordre 2 au voisinage de l'infini.

F(x) = (1 - x2

a? x- x-

4A.5. Généralisation des développements limités

Soit /(j?) une fonction définie au voisinage de 0 (sauf peut être en 0).
On suppose que /(a?) n'admet pas de D.L. au voisinage de 0. mai« qu'il
existe k > 0 tel que $(a?) = xkf(x) admet un D.L. au voisinage de 0.
Dans ce cas :

xk f(x) = ao + dix + h anx
n + x"e(x). avec lim e(a?) = 0:

x—vO

d'où
f(x) = x~k [a0 + eux + • • • + anx

n + xne(x)

L'expression ainsi obtenue de f(x) au voisinage de 0 s'appelle D.L. gé-
néralisé de f(x) au voisinage de 0.

Exemples: 1) D.L. généralisé de f(x) = au voisinage de 0.
x — x¿

f(x) n'admet pas de D.L. au voisinage de 0 ( lim f(x) = +oo) ; par

contre J?/(J?) = = l + x + x2 + x3 + x3e(x). où lim e(a?) = 0 :
1 — a? r-)-0

d'où
f(x) = - [1 + x + x2 + x3 + x3e(x)] .

2) D.L. généralisé de f(x) = cotg x au voisinage de 0. f(x)n'admet
pas de D.L. au voisinage de 0 ( lim cotgf = +oc). par contre

0 +

1 - ^ + ^ +a-4ei(r)
x cotg x — = — —

sini

X2 XA

jcotgx = 1 — + J4£3(r).où lim e3(a?) = 0 :
3 4o r-^o
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d'où

x3

cotg.r= - - - - — + x e3{x)

3) D.h. généralisé de f(x) — \Jx2[x — 1) au voisinage de l'infini: en
posant X = i . on se ramène au voisinage de 0.

y ( l A ) = ( l . Y ) .

XF(X) admet un D.h. limité au voisinage de 0. A l'ordre 2 on obtient :

XF(X) = 1 - | A ' - ^.Y2 + X2e(X)

1 1 1 / 1

l e graphe de f admet une asymptote d'équation y = x — - ; de plus
o

f(x) — y est équivalent à ——-au voisinage de l'infini. D'où :
9x

f(x) - y < 0 si x -ï +OC.

f(x) -y > 0 si x -> -De.

Ces inégalités déterminent la position du graphe de f par rapport à
l'asymptote.

4.4.6. Application des développements limités
4.4.6.1. Recherche des limites

Lorsque la règle de l'Hôpital ne donne pas de résultats immédiats,
on utilise alors les D.L. pour trouver les limites éventuelles des formes
indéterminées.

Exemple 1 : Trouver lim ( cotg x
x-yO \X

1 T T
On a vu dans 4.5.5. exemple 3 que cotg x = — — — +

x 3 4o

1 x x 3

d'où c o t g i = - - - — + x3e3(x)
x o 40

et lim [ cotg x I = 0.
x-K) \X J



Développements ¡imités 109

Exemple 2 : Trouver l im(2 — x)^ " (forme l0 0 ).

On se ramène au voisinage de 0 en posant x = 1 + A*

= e

-A+X«

d'où

= e »X+Xe

lim /(x) = lim / ( l + A) = e-
JT —y 1 À" —¥ 0

In cos a x
Exemple 3 : Trouver hm ¡—

r->o Incos OÍ

D'après 4.4.3.4 exemple 2

2 2

In cos ax = h .r'ei(.r)

b2x2

In cos 6 J = h x2ei(x)

In cos
a où hm

lncoso.c b2

4.4.6.2. Étude locale d'une fonction

Le développement limité d'une fonction au voisinage d'un point per-
met une étude locale de la fonction et donne des renseignements sur la
forme de la courbe représentative.

Soit le D.L. de / en xo '•

f(x) = a0 + ai(x - x0) + an(x - xo)
n + (x - xo)

nc(x)

dans lequel an(x — xo)n représente le premier terme non nul. après celui
du premier degré. On a alors les renseignements suivants : 1) L'équation
de la tangente en Aio (^o- /(¿o)) est :

y = a o + a i ( x - x 0 ) = f [ x 0 ) + f ' ( x o ) { x - x 0 ) .

2) A u v o i s i n a g e de XQ. o n a : f(x) — y ~ an(x — xç>)", c ' e s t - à - d i r e :

HM~an(x-x0)
n.
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FIGURE: 4.4 .6 .2A

D'où:

a) Si n est paire, H M est du signe de an et la courbe reste localement
du même côté de la tangente (M0H) (Fig.4.4.6.2B).

b) Si n est impair, H M change de signe avec x — XQ et la courbe tra-
verse localement la tangente : .lío est un point d'inflexion (Fig.4.4.6.2C).

= 2k+l

FIGURE: 4 . 4 . 6 . 2 B FIGURE: 4 . 4 . 6 . 2 C

Plus n est grand et plus la courbe reste localement proche de sa
tangente en Mo.

3) Si le développement limité généralisé de / au voisinage de l'infini
est de la forme:

f(x) = ao

Dans ce cas y = ao + a\X est l'équation de l'asymptote et le signe de —-

donne la position de la courbe par rapport à l'asymptote (4.4.5)
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4.5. À RETENIR

1) Si / . / ' • • - / ( n ) sont définies et continues sur [a. 6] et / (" + 1 > définie
sur ]a, b[. il existe c G ]a. b[ tel que :

f(b) = f ( a ) + ( b - a ) f ' ( a ) + • • • + ^ ^ - / ( " ) ( a )

2) / admet un D.L. à l 'ordre n au voisinage de 0. si pour tout point
x d'un voisinage de 0 on a :

Pn(f. x) est un polynôme en x de degré < ne t c(x) un infiniment petit
avec x.

— Propriétés : si f et g admettent un D.L. à l'ordre n :

Pn{f + g.x) = Pn(f.x) + Pn(g.x)

Pn(fg.x) = D„[P„(f-x) x Pn(g.x)]

Si 5 ( 0 ) ^ 0

Pn(-.x) = Qn{x)
g

où <3,¡(.r) est obtenue par division à l'ordre n de Pn(f.x) par Pn(g.x)
suivant les puissances décroissantes.

Si 3(0) = 0

Pn(f°g.x) = Dn[Pn(f.Pn(g.x))].

3) Dans le D.L. de / au voisinage de XQ (OU de l'infini).

— les termes du premier degré donnent 1 équation de la tangente
(ou de l'asymptote).

— le signe du terme suivant précise la position de la courbe.

4.6. Exercices et problèmes

1) Montrer que :

X3

x < sin x < x 1 si x > 0.
6 ~ ~ 6 o! -o 2 4

X " X X

<<l + —.
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2) Trouver le développement limité à Tordre 6 au voisinage de 0 de

f(x) = 1 — cos x + Log(cos x).

f(x)Montrer que la fonction g : x —> —— peut être prolongée par conti-
xq

nuité en 0.
Quelle est la forme du graphe de g au voisinage de 0 9

3) En utilisant un développement limité approprié, calculer les limites
suivantes :

i - s i n x 2(tgz - s i n i ) - x2

a) lim 7- ; b) lim = ;
r-ïO ex - l - X - ^- x^>° Xo

c) lim — Log I
x-»-0 X \ X

4) Montrer que la fonction définie par f(x) = j 3 Log j si .r ^ 0 et
/(0) = 0 admet un développement limité d'ordre 2 mais n'admet pas de
développement limité d'ordre 3 au voisinage de 0.

5) En utilisant la formule de Mac-Laurin. calculer y/ë à 0,0001 près.

6) a) Déterminer a et 6 pour que

y= l/x3 + x- + x + 1 - Vx2 + 1 + a + £

soit un infiniment petit d'ordre le plus grand possible par rapport à
l'infiniment petit principal ^ au voisinage de +oc. Préciser alors Tordre
et la partie principale de y.

b) Donner un équivalent au voisinage de l'infini de

f(x) = X (yx2 + # F T Ï - Xy/2) .

7) On considère la fonction définie sur ] — 1. +oc[ par

a) Soit x ^ 0 ; montrer en appliquant le théorème des accroissements
finis à cette fonction sur l'intervalle [0. x]. qu il existe un nombre réel

9(x) = -l
Log ( 1 + * ) "

b) On considère la fonction x —> 9(x). Ecrire le développement limité
de cette fonction à Tordre 2 au voisinage de 0.

c) Montrer que 9 peut être prolongée par continuité sur l'intervalle
] — 1 . + O G [ . On désigne encore par 9 le prolongement obtenu. Calculer,
s'ils existent les nombres 0'(0) et 0"(O).

8) a) Soit / : [a, b] —y 2 une fonction derivable jusqu 'à Tordre n.

Montrer que. si / s'annule en (n + 1) points distincts de [a.b]. alors
il existe c e ] a . b[ tel que / ( n ) ( c ) = 0.
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b) Soit g : [0.1] —» 5. une fonction continue, derivable sur ]0,1[ et soit
x fixé dans ]0.1[. Trouver un polynôme de degré 3 et une constante A
telle que la fonction h définie par

Ht) = 9(t) - P(t) - A

vérifie : h(Q) = 0. h ( | ) = 0; h(x) = 0. h' ( | ) = 0.

c) En déduire qu'il existe c G ]0. x[ tel que

x3

e*2 - 19) On considère la fonction / définie sur _A par f(x) = si

Montrer que / admet une application réciproque g — f~l et que
g admet un développement limité d'ordre 5 au voisinage de 0 que l'on
précisera.

10) a) En considérant les fonctions définies par :

/ ( í ) = Log(l + í 2) et y(x) = Log(l + x).

montrer que si deux fonctions sont équivalentes au voisinage d'un point,
leurs logarithmes ne le sont pas nécessairement.

b) Montrer que si les infinimenis petits y et c sont équivalents, les
infiniments grands Log y et Log z le sont aussi.

c) Même question pour z et y infiniment grands.

11) a) Soit / : /—>• î . une fonction derivable sur un intervalle ouvert
/ d e ?.. On suppose que f'(x) = f(x) pour tout x £ I. Montrer que /
est indéfiniment derivable sur / .

b) On suppose qu'il existe a G / tel que f(a) = 0. En utilisant la
formule de Taylor, montrer que f(x) = 0 pour tout .r € I.

c) Déduire de b) qu'il existe au plus une fonction vérifiant les hypo-
thèses de a) telle que /(0) = 1.

d) Soit / : 3. —>• 3-1 une fonction qui vérifie les hypothèses de a) et
telle que /(0) = 1.

Montrer que pour tout x, y G ?.. on a f(x + y) = f(x)f(y).

e) Soit (Un)nçx la suite des fonctions définie sur I*. par :

U n ( x ) = l + ^ + x
2 2 \ + --- + x n n l V n E F .

1. Montrer que l'„ converge simplement sur _-_ et uniformément sur
tout intervalle fermé borné [—a, a].

(On montrera que \Um(x) - Un(x)\ < —77.)
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2. On pose U(x) = liml~n(x).
n

Montrer que la fonction x —> l~(x) est derivable et vérifie les hypo-
thèses de a) et C"(0) = 1.

3. Donner une valeur approchée de f'(0) à 10~4 près.



Chapitre 5 : FONCTIONS
DE PLUSIEURS
VARIABLES

5.1. Rappels et généralités

5.1.1.

Soit 3 " = {x = (jri, x2 xn)/x, G 3.}. ¿ = 1 , 2 n}. On munit
3." d'une structure despace vectoriel de dimension n par les deux lois :

x + y = (xi +yi.x2+ Î/2 Xn + yn) A.r = {Xxi.\x2 \xn)

où x = ( j- i .xi *„) . y = (i/i.J/2 !/n). A 6 3 . Pour i = 1.2 n.
soient

ei = (1.0.0 0). e2 = (0.1,0 0) et e, = (0,0 0 .1 ,0 . . . .0)

l'élément de 2 n dont toutes les composantes, sauf la i-ème qui vaut 1.
sont nulles.

La famille (ei. e2 en) est une base de ?,". appelée ¿ase canonique.

5.1.2.

3 " est muni naturellement d'une structure affine (voir Cours d'Al-
gèbre), grâce à l'application

Muni de cette structure, Rn sera noté s/" et ses éléments sont appelés
des points, a étant un point de s/". l'application

m H-y x = ôT^

est une bijection. On dit alors que. par cette bijection. s/" est identifié,
en prenant a comme origine, à l'espace vectoriel 3.". Un repère dans s/"
d'origine a est un couple (a.B) où a G s/" et B une base de 31". Les
diverses propriétés énoncées dans les paragraphes qui suivent dans E.".
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se traduisent aisément dans le langage de l'espace s/" grâce à la bijection
6a. En particulier si a est le point 0 — (0 0). alors on identifiera
un point M de s/1 avec le vecteur x = O\ï. Les symboles de vecteurs
de Ê" ne seront surmontés d'une flèche que lorsqu'il y aura risque de
confusion.

5.1.3.

A l'instar de la valeur absolue d'un nombre réel, on introduit la notion
de norme d'un vecteur de ÏF.n.

5.1.3.1. Définition

Une norme sur 3." est une application

.V : R" M- ?:+

vérifiant les conditions suivantes :

1) X(x) = 0 •<=> x = 0 (séparation)

2) N(Xx) = \\\X(x) (homogénéité)

3) N(x + y) < X(x) + X(y) (inégalité triangulaire)

Remarque: de 1). 2). 3) on tire:

5.1.3.2. Exemples de norme sur S."

Si x = (xi. X2 xn).

1 = 1

sont trois normes sur S". .Vi. X?. Xe vérifient les inégalités suivantes:
a- G F.".

--Vi(r) <X2(x) KK
n

(1)

D'une manière générale, on dira que deux normes A7 et X' sur F:" sont
équivalentes s'il existe deux réels a et 6 strictement positifs tels que:

aX'(x) < X(x) < bX'(x), VreiF.". (2)

II résulte de (1) que les trois A'i. .Vo et .Ve sont équivalentes sur S".
L'inégalité (2) permettra de constater aisément que les définitions et les
propriétés vérifiées par une fonction, dans les paragraphes qui suivent,
et énoncées à partir d'une norme X de E". seront encore vérifiées, si on
remplace dans l'énoncé X par une norme équivalente.

Dans la suite une norme .V sur S" sera notée || ||. On dira que S",
muni d'une norme, est un espace vectoriel normé; dans ce cas il sera
noté (F,", || | |).
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5.1.4. Boules, ouverts, voisinages
5.1.4.1. Définition

Soit XQ G M" (resp. TTÎQ G saf1), la boule ouverte de centre xp (resp.
mp) et de rayon p > 0. est le sous-ensemble de ?:" (resp. de .e/"), notée
B(xo,p) (resp. 3${mp.p)), défini par:

) = {mes/",

est indépendant de l'origine choisie dans s/1. Les ensembles

BF(x0.p) = f i E l " , | |a : - Joli </>

et

sont respectivement appelés èou/e fermée de centre ro et de rayon p et
boule fermée de centre mp et de rayon r.

On dira qu'un sous-ensemble Q (resp. O de .e/") de ]?." est ouvert si
et seulement si :

VÎT G fi. 3/0 > 0. tel que 3(x.p) Ç Q

(resp. Vm eO. 3p > 0, tel que 3{m,p) C O).

Soit ¿"o £ ?-" (resp. rao G .c/"). Un sous-ensemble de ~?,n (resp.
i/") contenant xo (resp. mç, ) est appelé voisinage de JQ (resp. Î7ÎO):

s'il contient une boule ouverte de centre XQ (resp. mo).

Remarque : Un ouvert non vide est un voisinage de chacun de ses points.

5.1.5. Produit scalaire dans Rn

5.1.5.1. Définition

Un produit scalaire sur Z" est la donnée d'une application :

•p : 7:" x F" -»• j * +

vérifiant les propriétés suivantes.

1) ~p(x,y) = ç{y.x) (symétrie)

2) f(x, y+ z) = ¡p(x, y) + y{x. z) (linéarité)

3) Xç(x,y) = *p(\x.y) (homogénéité)

4) <p(x, x) > 0 si x ^ 0 (positività)

Notation : <p(x, y) = (x,y) = x • y.

Une famille de vecteurs ( \\ . \ o \'\- ) dans ÎR.rl est dite orthogonale

par rapport à ç si ip( \\ . V3) — 0, pour i ^ j .

Une base ¿S = (ïïf, • • • , un) est dite orthonormée (par rapport à ¡p)
si : p(T¡t, ûj ) = 0 si i / _;', ¿, j = 1, . . . . n et p(Tit, ïïf) = 1, z = 1,. . . , n.
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On montre que pour un produit scalaire ç donné, il existe toujours des
bases orthonormées. Par rapport à une base orthonormée (T7i un).
l'expression de ç est :

lorsque x = Y^.r,ïf et y = y^ y¡ uf.
1 = 1 ¡ = 1

5.1.5.2. Exemples

n

1) L'application (x, y) \-ï x • y = 2_J xilJi- o u x = (^î xn) et
!=1

y = (yi i/n). définit un produit scalaire sur S" pour lequel la base
canonique est orthonormée.

2) Pour n = 2, l'application

[x.y)<-+ x -y =

définit un produit scalaire sur 2.2.

5.1.5.3. Définition

L'espace vectoriel 21" est dit euclidien s'il est muni d un produit sca-
laire. Soit -ç un produit scalaire sur ?,". L'application

. x)

définit une norme, dite euclidienne, sur S™.

5.1.5.4. Propriété

Si II II est une norme euclidienne sur ï i n . alors on a :

-2/1 < lk

le • indiquant le produit scalaire associé à || ||.

Preuve — Soit (ïï| un) une base orthonormée de ?.". Soient x =
n n

x,Ut et i/ = V ] ¿/¡""t deux éléments de ]?_".

V̂ •--• l K l l =
!=i

EZ^x>:rr et
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ri

1 = 1

D ' o ù | | J | | 2 | | [ / | | 2 > (x • y)2 o u encore | | . r | | | | y | | > x • y\.

5.2. Fonctions de plusieurs variables

On considère 7.". muni de la norme.||.r|| = sup
¡ = 1 2 n

5.2.1. Définition
On appelle fonction de n variables toute application

f:D—>Z-.

x = [xi xn)t-> f(x) = f(xi xn)

d'une partie D de ]?." dans 2..

5.2.1.1. Exemples

V*2 + y2

D = {(x. y) G I-2/ x2 + r ^ 0} = 72 - {(0. 0)}

/ = (x, y) H> Arcsin(jy)

f=(x,y.z)^ln(l-x2-y2-z2)

est la boule ou\rerte de centre 0 et de ravon 1
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5.2.2. Limite et continuité

Soit D un sous ensemble de ~?n et XQ G -*:"• On dira que D est
arbitrairement voisin de XQ et on notera D ~ x^. si. pour tout t > 0. il
existe x £ D tel que ||.r — xo\\ < s.

5 .2 .2 .1 . Définition

Soient D C ̂ n et / : D —» ?: une application. Soit j"o G i?-" tel que
D ~ ^0' et soit / £ ?.. On dira que / admet pour limite / quand x tend
.ro et on écrira

fon / ( * ) = /

si et seulement si Ve > 0, 3S(s. xo) > 0 tel que

(||* - .roll < ¿ et x e D) =>(\f(x) - 1\ < s)

5.2 .2 .2 . Définition

Soient D C 5-" et / :£)—)• 5L une application. Soit xo £ D tel que
-D — {•ÎO} ~ •J'o- On dira que / est continue en Xo si et seulement si

5 .2 .2 .3 . Remarque

Les définitions de limite et de continuité pour les fonctions de plu-
sieurs variables sont identiques à celles des fonctions d'une variable, la
valeur absolue dans 5. étant remplacée ici par la norme ; on aura donc les
mêmes propriétés sur les limites et la continuité que pour les fonctions
dune variable.

5.3. Dérivées partielles

5.3.1. Définition

Soit Q un ouvert de i." et soit / : fi —» I?_ une application, xo étant
un point de fi. soit u £ ?,n. On dira que / admet une dérivée partielle
en xo relativement à u si

lim - (f(a + tu) - f(a)) existe.
t^o t

Si cette limite existe, on la notera Duf(a) ou d«/(<i) et l'on dira que
c est la dérivée partielle de / en xo relativement à u.

5.3.2. Remarques

1) Comme a £ fi. il existe p > 0 tel que B(a. p) C fi et si \t\ est assez
petit, a + tu £ B(a.p) ; donc f(a +tu) est bien défini pour t voisin de 0.

2) Posons F(t) = f(a +tu). F est définie dans un voisinage de 0 dans
J.et on a Duf{a) = F'{0).
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5.3.3. Définition
Soient Q un ouvert de Z" et soit / : Çl —ï 7. une application. Soit

a G Si. On appelle déniée partielle de / en a par rapport à la variable
x,. le nombre réel, s'il existe. DeJ(a). où e, est le i-ème élément de la
base canonique (ei en) de ]?.". On notera :

DeJ(a) = |£(a) = /;,(a) = A/(a) = de. /(«) = d, /(a)

5.3.4. Remarques
1) D ' a p r è s 5.3.1 et 5.3.2, si on pose a = (a\ an) a lors

DeJ{a) = l it-*0 t

Ainsi pour le calcul de f'J.(xi.X2 xn). il suffit de dériver / comme
une fonction de la seule variable x¡. les autres variables jouant le rôle de
paramètres.

Exemple

f{x.y) = A r c t g | . (x.y)€s." x ?..

fi \ - •*• y2-- ~y ft ) - 1 i _ x

5.3.5. Dérivées partielles d'ordre supérieur

Si D,f(x) existe dans un ouvert V'a contenant a, on aura une fonction,
notée Dif. de Va dans ÎL définie par :

Dif:Va ->•?.

x^DJ(x)

Si £>,/ admet une dérivée partielle par rapport à Xj en a. on définit la
dérivée partielle d'ordre 2 D,jf(a) de / en a par:

t-t-0

Notation :

si i ¿ j , DjiDJHx) = DlJ(f)(x) = Q

si i = j. D,(D,f)(x)=Dlif(x) =

De même si les D,jf(x) sont définies dans un ouvert contenant a et
admettent des dérivées partielles par rapport aux variables x^ en a. on
pourra définir les dérivées partielles d ordre 3 de / en a.
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En itérant ce processus, on définit la notion de dérivées partielles
d'ordre p d'une fonction en un point : l'existence des dérivées partielles
d'ordre p de f en a suppose celle des dérivées partielles d'ordre A- de /
dans un ouvert contenant a pour 1 < k < p.

Le nombre de combinaisons p à p de n éléments étant égal à nr, il y
a a priori np dérivées partielles d'ordre p de / .

Exemple: f(x.y) = Arctg —. On a déjà calculé les dérivées partielles

d'ordre 1 de / . Pour les dérivées partielles d'ordre 2 on a :

dJ\ _ '2xy f» = A (dJ
x) U-2 + !/2)2 J*3 dy\dy

f" = — f -t-1 y - x~ _ fn

Jry dy\drj (.r2 + y2)2 Jyx'

5.3.6. Définition

Soient Q un ouvert de í." et / : fi —>• 3-, une application. On dira que :

/ est de classe C° sur fi si / est continue dans fi.
/ est de classe C1 sur fi si toutes les dérivées partielles d'ordre 1 de

/ sont définies et continues dans fi.
/ est de classe C'p sur Q si toutes les dérivées partielles d ordre p de

/ sont définies et continues dans fi.
/ est de classe Cx si pour tout p El1, les dérivées partielles d'ordre

p sont définies et continues sur fi.

5.4. Différentielle d'une fonction
de plusieurs variables

Soit / : fi —>• ?.. où fi est un ouvert de ?.". L'existence des dérivées
partielles d'ordre 1 de / en un point a G fi donne la configuration de
/ pour les points voisins de a appartenant aux droites {a + te,.t G ?-}•
i= 1 n.

Pour avoir des informations sur / dans un voisinage de a dans ?.".
on introduit la notion de différentielle de / en a. On note _£?(?".?)
l'ensemble des applications linéaires de ?." dans ?..

On rappelle qu'une fonction / : /—>•? . définie sur un intervalle ouvert
/ de ?. est differentiate en to E I si et seulement si :

3L G i f ( ? . ? . ) . tel que: \/s > 0. 3S(s.t0) > 0. tel que.

si | / - / 0 | <S. alors \f(t) - f(t0) - L(t - io)\ < s | / - f o |

1(1) = / ' ( i o ) et L(t)=tf'(to).

On calque la définition de la différentiabilité d'une fonction de plu-
sieurs variables / : fi C ?_" —y ?.. en un point de fi sur celle d'une fonction
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d'une seule variable en considérant cette fois jS?(!r. ".!?..) et en remplaçant
la valeur absolue dans ?. par la norme sur 2 " .

5.4.1. Définition

Soient xo E ü n , fì un voisinage ouvert de xo dans S " et / : fì —>• 2
une application. / est différentiable en XQ si et seulement si:

31 G-Sfp".:*) tel que: Vî > 0. 3S(s.x0) > 0 tel que
\\x - * o | | < S => \f(x) - f ( x 0 ) - L ( x - x o ) \ < s \ \ x - x o (1)

5.4.2. Proposition

Si / est différentiable en XQ. alors l'application linéaire L est unique.

Démonstration — L\ et ¿2 étant deux éléments de jSf(H". !?.) qui vérifient
la propriété (1) de la définition 5.3.1. soit s > 0. Il existe S(s) > 0 tel
que pour tout u G 7.". ||u|| < S(s) entraîne :

e t \f(x0 + u) - f{x0) - L 2 ( u ) \ < ¡\\u\\.

D ' o ù

l l « l l < ¿ ( f ) => | I i ( « ) - L 2 ( u ) \ < \f(x0 + u ) - f(x0) - ¿ i ( u ) |

- l 2 ( « ) | < 2 £ | | U | | ( 2 )

Si L\ était différent de £2- il existerait Zo G 7-n . :o ^ 0. tel que

Í2(~o)- On pose r = " -0- On a | | c | | = S(s) et (2) entraîne

Compte tenu de la linéarité de L\ et ¿2 on en déduit que

0 < | L i ( c o ) - I 2 ( ; o ) | < 2 Î | | C O | | .

Ceci étant vrai pour tout s > 0. on a ¿i(co) — ¿2(~o) — 0- c e qui donne
une contradiction. Par suite L\ — Ln-

5.4.3. Définition

Si / est différentiable en xo- l'application linéaire L de 7." dans 1,
donnée dans la définition 5.3.1 s'appelle la différentielle de / en xo-

Notation : L - Df(x0) = df(x0)
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5.4.4. Remarques

1) L'existence de la différentielle d'une fonction / en un point xo
reflète la possibilité d'approcher / par l'application affine

x ->• /(aro) + d/(*o) • (x - x0) = (f{x0) -df(x0) • xo)+df(xo) • x.

L'inégalité (1) de la définition 5.3.1 mesure l'erreur de cette approxi-
mation quand x est voisin de XQ.

2) s i i e-S?(ffi",:?_),alors

1 = 1

Par suite si / est différentiable en xo. l 'inégalité (1) de la définition 5.3.1
e n t r a î n e , e n p r e n a n t e = 1 et \\x — xo\\ < S ( l ) :

\f(x)-f(xo)\<\L(x-xo)\+\\x-x0\\

<B\\x-xo\\ + \\x-xo\\

\f(x)-f(xo)\<(B + l)\\x-xo\\ (3)

En particulier si / est différentiable en xo, alors / est continue en XQ.

3) On montrera, comme pour les fonctions d'une variable, que si / et
g sont differentiates en ^o- il en est de même pour a / + 3g ( a . J G S )
et fg et on a :

d(o/ + 3g)(x0) = adf(x0) + 8dg{x0)

d(fg)(x0) = f(xo)dg(xo)+df(xo)g(xQ)

5.4.5. Exemples

1) Si / : fi Ç £" -» S est constante (f(x) = t0, x G Q). alors /
est différentiable en tout point de Q et pour tout xo G 0. d/(^o) est
l'application linéaire nulle de ?." dans S.

2) Si / : S" —> T. est une application linéaire, alors / est différentiable
en tout point de ?." et d/(^o) = / pour tout Xg G ?."• Par suite, si g
est une application affine ayant pour partie linéaire / . alors dg(xo) =
df{xo) = / en tout point x0 G ?.".

5.5. Différentielles et dérivées partielles
On étudie ici la relation entre l'existence des dérivées partielles d'ordre 1

d'une fonction / en un point et celle de la différentielle de / en ce point.
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5.5.1. Théorème

Soient fi un ouvert de P;" et / : fi —» P." une application. Si / est
différentiable en ¿o G fi- alors pour tout u G M", la dérivée partielle
d uf(xo) existe et on a :

duf(x0) = df{x0) - ( M ) .

Démonstration — Soit u G 7.". Si / est différentiable en XQ. pour tout
S > 0. il existe i(s) > 0 tel que :

\f(xo+tu)-f[xo)-df(xo)-tu\<e\\tii\\ s i | H | < J ( f f ) (1)

Si w = 0. a lo r s duf(x0) = 0 = df{xo) • («)•

S (s)
On suppose maintenant w ^ 0: dans ce cas si 0 < \t\ < y.—r-.. alors

de (4) on tire :

f(xo+tu)-f(xo)
-df(xo) • u (2)

t

(5) montre alors que df(xo) • u = duf(xo).

5.5.2. Corollaire

Soit Q un ouvert de ]?,n et / : Q -4 P. une application. Si / est

difFérentiable en XQ £ fi. les dérivées partielles ^r—(XQ) -̂ —(xo)
oxi oxn

existent et si u = (uj un) G ?-". alors:

Démonstration

)- d'après 5.5.1

!=!
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5.5.2.1. Différentielle et champ de gradients

Soit fì un ouvert de S" et soit / : Q —> ]R une application. Si / est
différentiable en XQ. posons, pour x ^ XQ,

s{x'xo) = ¥
L ' inéga l i t é (1) de la définit ion 5 .3 .1 i m p l i q u e : l i m e(x,xo) = 0 et on

p e u t écrire

f(x) - f(x0) = df(xo) •(x-xo) + \\x- xo\\s(x. x0)

avec l i m Î ( X . Î O ) = O (1)

i-Ho

n

C o m m e | | r | | < y , \x>\ £ " I k l l - e n p o s a n t< y ,
( j - . r o )

1 = 1

o n voit encore q u e l im zi(x.xo) = 0 et

n

f(x) - f(x0) = d/(xo) • {x - xo) + Y, \x' - 4k i ( ' - -co)
2 = 1

avec lim Si(x,xo) = O (2)

En considérant / comme une application de s/" dans ]?.. on appelle

gradieni de / en 3/o et on note grad f(Mo) le vecteur d'origine -I/o et

de coordonnées ——(.'lío) T^—(^h)- Si / est différentiable en tout
oxi oxn

point de Q. on obtient une application

graèf : Q ->• ?."

grad f s'appelle le champ de gradients associé à / . En posant "!*( j . xo) =
£i(x. JQ)(1 . 1 1). l'équation (2) s'écrit :

\f(M) - f(M0) = XZÔ3J • (gl (3)

avec lim ; (3 / . .I/o) = 0, le signe • désignant le produit scalaire, xy =
M -+ -i/o
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5.5.3. Remarques

1) Les dérivées partielles d'ordre 1 peuvent exister en un point, sans
que la fonction soit différentiable en ce point.

Exemple : La fonction / : I?.2 —» ?_ définie par :

Í0 s i * = (0.0)

{ ^ 7 pour ( Í . J / ) ^ (0.0)

n'est pas continue en (0. 0) : en effet, de lim f(x. Xx) = -=-. il résulte
JT-+0 1 + A-

que / n ' a pas de limite en (0.0). Par suite / n'est pas différentiable en

(0.0). Cependant les dérivées partielles —-(0.0) et -^—(0.0) existent et
dx dy

sont toutes les deux nulles.
2) Les projections p¡ : Ir." —>• 2,. p, (xi xn) = x, sont des applica-

tions différentiables (puisque linéaires) et la différentielle de p, en chaque
point coïncide avec p, : si l'on note dx, la différentielle de p,. on a

dx,{u) - u,.

Si / est une fonction différentiable en un point xo- alors:

df(xo)(u) = V] —

d'où df(xo)=

3) SfÇr-J1 .J-.) est un espace vectoriel de dimension n. Pour / = 1. 2 .. . . n.
dx, G. -$?(?,",?.) et si (fi en) est la base canonique de 2.". on a

I 1 pour Ì = j

on voit facilement que (d J i .d^2 d xn) est une base de jSf(3-.".^).
On a vu que l'existence des dérivées partielles en un point pour une
fonction / ne suffit pas à assurer la différentiabilité de / en ce point.
Toutefois si la fonction / est de classe C 1 sur un ouvert Ci de !R". alors
/ est différentiable en tout point de Q. Plus précisément :

5.5.4. Théorème

Soient Q un ouvert de 2." et / : Q —» 2," une application. Soit a € Q.

Si les dérivées partielles -—. / = 1 n. existent dans un voisinage de
ox,

a et sont continues en a. alors / est différentiable en a
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Démonstration — Soit s > 0. On pose x = (x\. X2 xn) et a = {a\.
Ü2, • • • ,an). So i en t r i . r 2 , . . . , ~n-i et ~o définis p a r : z\ = ( a i , a 2
a n _ i . xn). z2 = ( a i , a 2 a n _ 2 . xn-i. xn) et zk = (ai an-k.xn-k+1.
xn-k+2 xn) avec zç, = a et zn = £• /(•?) — /(a) peut s'écrire sous la
forme

(2)
1 = 1

—— apparaissant comme la dérivée de / considérée comme fonction de
ox,
la seule variable x,, les autres variables jouant le rôle de paramètres, on
peut appliquer le théorème des accroissements finis pour les fonctions
d'une variable à la restriction de / au segment joignant c,_i et r,. Il
existe alors un point j / n _ ; + 1 de ce segment tel que:

f(z) / ( ) = ( y ) ( x û )

D'où f(x)-f(a) = df
- a„-l

1 = 1

¡ = i

et

l e s - — é t a n t c o n t i n u e s e n a , i l e x i s t e S (s) t e l q u e . s i \ \ x — a \ \ < S ( s ) , o n a
o x ,

£(.)-£ < s . i = 1,2 n .

D ' a p r è s l a dé f in i t ion d e s :,, si | | r — a\\ < S (s), a l o r s \\y, — a\\ < S (s),

e t o n a - — ( y , ) --¿—(a) < c. ¿ = 1 . 2 n . (3) d o n n e :

< n î l k - a l

Par suite / est différentiable en XQ et Df(xo) ~
1 = 1

dx,
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5.5.5. Exemples

1) Soit / la fonction définie sur l'ouvert Q = {(x.y)/x2 + y > 0} de
~?? par f(x.y) = \Jx"1 + y. Déterminons la différentielle de / au point

a = (1,1). f'Jx.y) = f'y(x.y) = = . fx et / ' sont
. y v y

définies et continues dans Q. Donc / est différentiable en tout point de
/2 1

fi. et au point a - (1. 1) G Q on a : df[a) = ~-{dx + -dy)

2) De même la fonction f(x, y) = Arctg - est de classe C1 sur l'ouvert
_ x

Ci = _-," x S et en tout point (x. y) de il. on a :
-y

+ x2 + y
dy =

xdy-ydx

5.5.6. Remarque

Si / et g sont des fonctions differentiates en un point a d'un ouvert

Q. il en est de même de / + g. A/(A 6 ?.). fg et — si g(x) ^ 0 sur Q. et
g

on a :

g)(a)=df(a)+dg(a)
d(fg)(a) =f(a)dg(a)+g(a)df(a)
d(Xf)(a)=Xdf(a)

¿\ {a) = g(a)df{a)-f{a)dg(a)
gj g2

5.6. Différentielle d'une fonction composée
5.6.1. Théorème

Soient Q un ouvert de ?." et / : Q -4 ?. une application. / un intervalle
ouvert et g : I —» ~x. une application telle que g(I) C Q-

t*(9l(t) 9n(t))

Soit <o S I- Si les fonctions g,, i = 1 n, sont dérivables en #o et si /
est différentiable au point a = g(to)- alors la fonction composée F = fog
est derivable en to et on a :

dx, (1)

df
-ai)~^(a)etH = hog.

1=1

Démonstraiwn — On pose h(x) = /(

On a -—(a) = 0 pour / = 1 ne t dM a ) = 0- P a r suite, pour s > 0.
ox,
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il e x i s t e S (s) > 0 t e l q u e si \\x — a\\ < S. a l o r s :

\h(x) - h(a)\ < ;\\x - a\\ (1)

Les g¡ é t a n t dér ivables en to. il existe 3 > 0. et k > 0 tel que si \t —
í o | < 3- on a : \g,(t) — g,(to)\ < k\t — to\ p o u r / = 1. 2 . . . . n. C o m m e
l l ( ) ( M I I | 5 , ( í ) - f l l ( í o ) | . í = 1 n . s i | í - í o | < J . a lors

« ; ( í o ) | | < A - | / - í o | - (2)

S o i t -) = i n f ( .3. Y ] . Si \t - fo| < " • (1) e t ( 2 ) i m p l i q u e n t :
V * J

\H{t)~H(to)\<sk\t-to

donc H est derivable en t0 et H'(t0) = 0. Or

F(t) = H(t) + ¿ L(t) - 9,(h))~

d'où

5.6.2. Remarques

1) Le symbole * désigne le changement de variables : *{.r, = g¡ (t) i
1 n}. on notera * / la fonction fog. On a alors :

*(/i + h) = */i + *Î2. *(fih) = (*/i)(*/2).
Si / est la fonction

x H 4 X,(X) = x,

où x,(x) est la i-ènie composante de x. alors *x, = g, et dans ce cas
particulier la formule (1) de 5.6.1 s'écrit

d*x, = *d.iv

Dans le cas général, la formule (1) peut s'écrire:

c'est-à-dire

df
d*/= 2_d*x, *

¿-*> ' dx-
,=i Ox<

¡ = i
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D'où:

d*/ = * d / (1)

2) Le calcul précédent se généralise aisément. Supposons par exemple
pour le cas de 2 variables que le symbole * indique le changement de
variable

\x = g{u.v,w)

yy = h(u. i\u)

*f désigne alors la fonction

*/ = F : ( u . r . u ) 1-4 f (g(u. v. u-),h(u. v, w ) ) .

Si f(x.y) est différentiable. et si g et h admettent des dérivées partielles
d'ordre 1. on a: (Théorème 5.6.1)

dF d(*f) ,, dh

du ~ du ~ *Jld~u Jydu

et des formules analogues pour u- et r. En posant

dx d*x dg

(2)

dy
* du

d*f
du -*

du
d*y
du

(fd- +
Vrdu +

du
dh
du

fl9y
Jydu

la formule (2) s'écrit :

3) Si en outre g et h sont differentiates la relation (1) de 1) entraîne :

* d x = d *x = d g = g[ d u + g[ d v + g'w d w

*dy = d*y = dh = h'tdu + h[dv + h'udu-

d'autre part :

d F = d *f = F; d u + F[ d v + F'u d u-

*df = *{f'xdx + f'ydy) =f'T*dx + f'y*dy

= *f'x (g/
tdu+ g[ d v + g'u d u) + *f'y (h'tdu + h[ d v + h1^ d w)

= (*fz9't + *f'yh't)du+ (*f'Tg[ + *fyh[ )dv+ ( * / X + * / X ) d a-

= F¡du + Fl d r + F í d i i '

d'après (2). D'où la formule :

d * / = *d/. (3)
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La formule (3) généralise (1) de 1) et condense sous une forme concise
une bonne partie du cours d'analyse.

La formule (3) s'interprète en disant que l'opérateur * (changement
de variables) est « transparent» pour l'opérateur d (differentiation).

Exemple — Soit * le changement de variables x = g cos 9, y — g cos 9,
faisant passer des coordonnées cartésiennes aux coordonnées polaires. En
appliquant (3) on a :

$'e d g + &e d 9 = *f'x(dgcos9- gsin9d9) + *fy(dgsin9 - gcos9d9)

d'où:

* ; = (*£) eos 0+(*/¿) sin 0

&e = (*f'x)(-gsm9) + {*fy)(gcos9)

ou encore :

5.7. Formule des accroissements finis
Théorème de Schwartz
Formule de Taylor

5.7.1. Théorème des accroissements finis

Soit Q un ouvert de I?:" et / : Q —>• 2. une application differentiate
sur Q. Pour tout couple d'éléments a. b de Q, tels que le segment [a.b]
est contenu dans Q, il existe 9. 0 < 9 < 1 tel que :

/(&) - f(a) = V |£(0& + (1 - 9)a)(b' - a'
ax>

(1)

Corollaire — Soit / une application differentiate sur un ouvert convexe
Q de ?:". Si df[x) = 0 pour tout i £ ! i , alors / est constante sur Q.

Démonstration du théorème — Posons F(t) = /(y?(¿)) où ç : [0.1] —> Q
est définie par tp(t) = (1 — t)a + tb. F est continue sur [0,1] et d'après
5.6.1, F est derivable sur ]0.1[ avec

= ¿
¿=i a r ¿ ¿=i

D'après le théorème des accroissements finis appliqué à F sur [0.1], il
existe 9. 0 < 9 < 1, tel que F(l) - F(0) = F'(9){1- 0) : d'où le résultat.
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5.7.2. Remarques

1) dans s/"' la formule (1) s'écrit sous la forme :

/(Mi) - /(Aio) = gradf(M) • MOMX.

où .1/ est un point du segment ouvert ]MQ, Ml[.

2) Si / est une application differentiate sur un ouvert fi de S," et si
les dérivées partielles sont bornées sur fi . alors il existe un réel k > 0
tel que pour tout couple de points a. b de fi . [a. b] C fi , on a :

l / (&)-/(<OI<*ll&-«ll- (2)

En effet soit A > 0 tel que Va: G fi .

formule (1) donne :
dx,

< A. i = 1 n. La

< À-llè-all. avec k = Xn

5.7.3. Théorème de Schwartz. Formule de Taylor
5.7.3.1. Théorème de Schwartz

Soit / : fi —> !?. une application définie sur un fi ouvert de ?.". Si
deux dérivées partielles d'ordre p de f sont définies dans un voisinage
d'un point a G fi. et continues en a. et si elles ne différent que par Tordre
des dérivations, alors elles sont égales au point a.

Démonstration — Compte tenu de la définition des dérivées partielles
d'ordre p, à partir des dérivées partielles d'ordre p — 1. il suffit de dé-
montrer le théorème pour p = 2.

Soit

/ : fi C Z-2 -> Ir.

x.y^t f(x.y)

fi- i 1- f
t e l l e q u e -—— e t -—— s o n t d é f i n i e s d a n s u n v o i s i n a g e d u p o i n t (a.b)

dx ay ay dx
et continues en ce point.

Posons A = -—7^(a, b).
dx ay

e t g ( x . y ) - f ( x . y ) - Xxy

h(x) = g ( x . b + v ) - g ( x . b ) .

A ( u . i ) = h(a + u ) - h ( a )

= f ( a + u . b + v ) - f ( a . b + i ) - f ( a + u . b ) + f ( a . b ) - X u v
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est continue en (a, b) et ———(a. 6) = 0.
ox oy ox oy
Soit s > 0 : il existe a > 0 tel que si | | ( j \ y) - (a. 6)| | < a . alors

dxdy' '

di

dy \dx
< c. (1)

Soit (x,y) tel que ||(.r,t/) - (a.b)\\ < | et (u.i;) tel que | | (« . t ' ) | | < | -

On a alors | |(.r.6 + v) — (a,6) | | < a . En appliquant le théorème des
accroissements finis à la fonction

sur l'intervalle [x,b+ v]. on déduit de (1) :

< Î

c'est-à-dire

\h'(x)\<s\v (2)

En appliquant de nouveau le théorème des accroissements finis à la
fonction h sur l'intervalle [a. a + u]. il résulte de (2) :

D'où
A(u.v)

uv

\A(u.v)\ = \h(a+u)-h(a)\<s\v\ \u\.

E. On a donc montré que lim :—- = 0.
(u.t )->(0 0) UV

Maintenant posons /J =
dydx

[a.b) et

B{u. v) = f(a + u.b+ v) - f[a + u.b) - f[a.b + v) + f{a, b) - /JUV.

)n montre de
B(u.v)

hm —• '- = 0.

lim
(ti i )-s-(0 0)

(u i ) - v ( O . O ) UV

A(u.v)-B(u.v)

UV
=A-u=0

donc A = u.

5.7.3.2. Formule de Taylor

Soit / : fi —> !?. une fonction différentiable de classe Cp sur un ouvert
fi de 31" : soient a et 6 deux éléments de fi tels que le segment [a. b] soit
contenu dans fi. On pose 6 = a + u : considérons la fonction

F : [0,1]

= f(a+tu)
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D'après le théorème 5.6.1. F(t) admet des dérivées jusqu'à l'ordre p
continues. La formule de Mac-Laurin d'ordre p donne pour t = 0 et
t - 1.

F(l) = F(0) + F'(0) + ~F"(0) + • • • + ^-F(i>)(^)- a v e c 0 < Ö < 1.
2! p!

(1)

Or,

F"(t) peut s'écrire symboliquement sous la forme :

(2;

1 ( 2 )

ö/V2)

-— =
En posant - — = ——̂  et _ _ .

\ox, J dx~ dx, dxj dxj dx, dxj dx,
par un raisonnement par récurrence on montre qu'on peut écrire :

r n „ . i (P)

En posant

df(r 2)

d v ri T

la formule (1) s écrit alors:

ß{ri+r2+ +rp)f

dx"1 •••dxw;r'
1 1 ' p

f(b) f(a +

1

(P ! ) •

^ 9 o - !
 Q)(6' a']

' n •-) f

L . = i d - C i J

i
1 2!

4
i

i

ö'. ( a ' a'\

' n or

. i = 1

"T

* (P)

-

(2)

où c est un point du segment ouvert ]a. 6[.

R e m a r q u e s

1) Pour n = 2 et p = 2. la formule (2) s'écrit :

/(.r0 + h.y0 + k) = f(xo.yo) +hf'x(x0.y0) +kf'y(x0.y0)

+ \ [h2f'M*o + Oh. i/o + 9h) + 2hkf;y(x0 + Oh, yo + Ok)

(3)
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2) E n u t i l i s a n t l a c o n t i n u i t é d e s d é r i v é e s p a r t i e l l e s d ' o r d r e 2 . ( 3 ) p e u t
s'écrire, en posant M = (xo + h. yo + k) et Mo = (XQ. yo) :

f(M) = f(Mo) + (hf'r + kfy)(M0) + \{h'f^ + -2hkf'Jy + k2f'y'2)(M0)

+ (h2 + k2)s{h.k). avec lim ;{h,k)=0 (4)

(4) donne le développement limité de / à l'ordre 2 au voisinage de .I/o =
()

5.7.3.3. Application à la recherche des extrémums

Soit / une fonction définit sur un ouvert de 1?. Par définition /
admet un maximum local en Mo(xo- yo)- si f(M) < /(-i/o) pour tout
point M appartenant à un voisinage de Mo. Si f(M) > f[Mo)- f admet
un minimum local.

Proposition— Si / admet des dérivées partielles d'ordre 1 en Mo(xo- yo)
et si Mo est un extremum local alors

f'Jxo-yo) - f'y(xrj.yo) = 0.

Preuve — En effet posons hi(x) = f(x.yo) et hj[y) = f{x0. y). h\ et h2
admettent un extremum respectivement en x0 et i/o- Donc :

Ai( io)=/ ; ( io . î /o) = O et h'2(y0)=f'y(xo.yo) = 0.

Remarque — Soit / : Q —> I?. une application différentiable de classe
C2 sur un ouvert Q de ~~.2. D'après la proposition précédente, si / admet
un extremum en Mo G Q. alors f'x(Mo) et f'y(Mo) sont nulles. Mais cette
condition n'est pas suffisante pour affirmer que / admet un extremum en
Mo- Par exemple si / est la fonction (x. y) —>• x3 + y3. alors /¿(0. 0) = 0
et /y (0.0) = 0. mais (0.0) ne correspond pas à un extremum local,
car dans n'importe quel voisinage de (0.0). il existe des points vérifiant
f(x.y) < /(0. 0) et d'autres points tels que f{x. y) > /(0.0).

Si f'T(Mo) et fy(Mo) sont nulles, pour vérifier que / admet un extre-
mum en .I/o. on utilise souvent la formule de Taylor :

/ ( j 0 + h.yo + k) = f(xo.yo)

avec lim ;(h. k) = 0.
1 A . fr 1 —»• ( 0 . 0 )

Pour M(xo + h, yo+k) assez voisin de Mo. A / = f(M) — f(Mo) a le même

que

d2f

signe que p(h.k) = ph2 + 2rhk + qk2. où p = C—4;(Mo). q = —4( .V 0 ) et
ox- ôx~

(Mo), lorsque ces dérivées partielles ne sont pas toutes nulles
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p(h.k) est un polynôme de degré 2 en h. Il gardera un signe constant
si r2 — pq < 0 ; dans ce cas. on a :

• f(M) — /(-I/o) > 0 si p > 0 et / admet un minimum local en Mo-

• f(M) - f{M0) < 0 si p < 0 et / admet un maximum local en Mo.

Si r2 — pq > 0, p(h.k) ne garde pas un signe constant : / n'admet pas
d extremum en a.

Exemple — Trouver les extremums de la fonction f(x, y) = 2x + 8y —
x--2y\

£ = 2 ( 1 - * ) : f'y=M2-y).

f'AMo) = î'y(M0) = 0 ^ Ma = (1.2).

/;,(.uo) = -2 et [/;,/;, -[fjyf] (.v0) = (-2H-4) = s > 0. doù
Mo est un maximum pour / .

5.8. Fonctions implicites
Formes différentielles

5.8.1. Théorème (des fonctions implicites)

Soit fi un ouvert de 7.2 et / : Çl —> 1?. une fonction de classe C1 sur
Q.

Soit l ' é q u a t i o n f(x.y) — 0 (1) . O n s u p p o s e q u e :

1) il exis te (a. 6) £ fi te l que f(a. b) = 0.

•2)f'y(a.b)¿0.

Alors il existe un intervalle [«i. 03] centré en a et une fonction conti-
nue

r • [ai-a2] -+~~-

X H4- Ç(l)

te l le q u e : / ( ^ . ^ ( x ) ) = 0 Vf E [ a i . a o ] et fe = f{a). E n o u t r e ~p est
de r ivab le sur j a i . a o f e t on a :

y? est dite fonction implicite définie par l'équation (1).

Preuve

1) Supposons par exemple f'y(a.b) > 0. Comme f'y est continue, il
existe un voisinage W(a.b) = [a[. ai,] x[èi , 60] de (0,6) tel que f'y(x.y) > 0
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f
p o u r t o u t (x. y) £ I I (a. b ) . L a f o n c t i o n (x. y) >—>• • ^ - ( • r . y) e s t b i e n d é f i n i e

Jy
et continue sur ]\'(a.b). f'r et / ' étant continues dans cet ensemble.

Si \V(a, b) est assez petit, alors il existe un réel k > 0 tel que :

<k. V(x.y)€\Y{a.b). (1)

2) D'après le théorème des accroissements finis on a :

/(a.6o) = f(a.b) + (b2 - b)fy(a.c2). où c2 £]6. 62[

= ( 6 2 - 6 ) / y ( o . c 2 )

C o m m e fy{a.c2) > 0. a lors f(a,b2) > 0. De m ê m e

f(a.b1) = f(a.b) + (b1-b)f'y(a.c1)

= ( 6 i - 6 ) / ¿ ( a . c i ) . avec C l e]&i.6[

d 'où / ( a . 6i) < 0. C o m m e les fonctions x >-» / ( j , 6i) et x >->• / ( x . 62) sont
cont inues , il exis te un in te rva l le centré en a. [ a i . ao] C [a^.a!)] . tel que
f[x.b2) > 0 et f(x.bi) < 0 p o u r tou t x £ [ a i . a o ] .

En posan t \'(a.b) = [ a i . a o ] x [61.62]. l ' inégal i té (1) de 1) est encore
vérifiée sur V(a. b).

3) Pour t o u t x £ [01.02]. considérons la fonct ion

y ^ rr{y) = f{x.y)

çx est continue et derivable sur [61. 62] et on a ç'x(y) = f'y(x. y).

Les inégalités ^r(6i) < 0 et çx(b2) > 0 entraînent, d'après le théo-
rème des valeurs intermédiaires, l'existence d'un point yx £ [61.62] tel
que çT{yx) = 0.

Puisque y'x(y) > 0. y £ [61.62]. y est strictement croissante sur
l'intervalle [61.62]. Donc yx est l'unique point de cet intervalle vérifiant

Ainsi la correspondance x 1-» yx définit bien une application sur l'in-
tervalle [ai. a2]. Notant ç cette application, on a : y(a) = b. f(x. ç(x)) =
0 pour tout x £ [a. 6].

4) y> est continue sur [ai. a2]. En effet soit XQ £ [ai. 02]. xo fixé. \'(a. b)
étant convexe, pour tout x £ [01.02]. il existe d'après le théorème des
accroissements finis, un point Cx appartenant au segment ouvert reliant
(xo,ç(xo)) et (x.^(x)) tel que:

0 = / (x. *(x)) - f (x0, A*a)) = (x - xo)f'r(Cx) + (y(x) - f(x0)) f'JCr)
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D'où

d'après (1)

Par suite si x tend ^o- •?(*) tend vers ^ ( J O ) : et y e s t continue en j"o-

5) ¡p est derivable sur Jai.aoJ- Soit 2" E [01.02], x fixé. Soit /J assez
petit de sorte que x + h Gjai. 02t- D'après la continuité de ~p on a :

^ ( j + /i) = p{x) + s(h), avec lim s(h) = 0.
h->0

D'autre part d'après la formule des accroissements finis, il existe 9,
0 < 6 < 1. tel que:

0 = f(x + h.f{x + h))-f(x.f(*))

= hfx [x + 9h,ç(x) + 9e{h)) + (f(x + h)- f(x)) S'y (x + 9h.<p(x) + 9s(h))

f (x "(x))
le second membre tend vers —f 'y——•, les fonctions / ' et /', étant

Jy (X-Y\X)>
continues et S'y ix- ^(x)) > 0. Par suite -p est derivable en x et on a :

f'x {*•*>{*))

5.8.2. Remarques

1) On peut généraliser le résultat précédent aux fonctions de n va-
riables, n > 2, (avec une démonstration analogue). Par exemple si / (x . y, z)
est une fonction de classe C 1 vérifiant S'z (

xo- Ho- zo) ^ 0 et Sixo- ÌJo- 20) =
0. il existe un voisinage ouvert V" de (XQ, J/O) et une application

(x.y) H->. p(x.y)

telle que: z0 = p(xo,yo) et f (x, y.-p(x.y)) = 0 V(J?, y) e T. ^ est diffé-
rentiable sur V et on a :

2) Si on sait que ç est différentiable, on peut trouver les relations (1)
aisément. En effet soit le changement des variables
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on a : */ = / (x. y. y{x, y)) = 0 sur \'.

d * / = * d /

= *U'rdx + fyày + f:àz)

= *f'xd*x + *f'yd*y + *f':d*:

= (*f'x + *f':ç'x)dx+ (*/; + *f'^'y)dy = 0

d'où :

3) L'équation f(x.y) — 0 définit implicitement une courbe <éde 7r.
En un point (̂ o-J/o) S ^ tel que fy(xo.yo) # 0. ¡/ = y(j) est une
représentation cartésienne de if au voisinage de JO. L'équation de la
tangente à'ri au point (JO-Î/O)

 e s t

- .ro) = - f | ^ ^ | ( ^ - x0).

4) Soit / une fonction numérique de classe C1 sur J.3. L'ensemble
des points .1/ dont les coordonnées vérifient l'équation f(x, y, z) — 0 est
une surface (S) de 3.3.

Trois fonctions x = .r(tf). y = y(t) et ; = z(t) dérivables sur un
intervalle J, représentent paramétriquement une courbe F de (5) si :

F ( t ) = f ( x ( 1 ) . y ( t ) . ; ( t ) ) = 0 p o u r t o u t t e l .

( x = x ( t )

La relation * d / = d */ = 0, où * < y = y(t ) montre que le vecteur

U = r(f)
Ñ = (f'r ( x ( t ) , y ( t ) , z ( t ) ) . J'y ( x ( t ) . y ( t ) , z ( t ) ) . f'z ( x ( t ) . y ( t ) . : ( t ) ) ) e s t n o r -
m a l à F e n M[t) = ( x ( t ) . y ( t ) , z ( t ) ) .

Ainsi les courbes de (5) passant par un point A/o ont leurs tangentes
en ce point situées dans un plan Po passant par Mo et perpendiculaire
à Xo = (fl

x(M0).fy(M0).f':(M0)) appelé plan tangent à (5) en Mo. Xo

est le vecteur normal à (5) en Mo(xo. yo. zo). Le plan Po a pour équa-
tion :

(x - xo)f'AMo) + (y- yo)fLWo) + (z - zo)fi(Mo) = 0

Si l'équation de (5) est donnée sous la forme :
z — y>(x. y) ou z — y>(a?. y) = 0. alors

$o= (-¿(*o,îfo).-^(.ro.i/o).l) (1)

et Po a pour équation : z - z0 = *p'x(x0, yo)(x - x0) + ç'y(x0. yo)(y - y0).
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5.8.3. Formes différentielles

On traitera ici pour la simplicité des notations les fonctions de deux
variables. Les définitions et résultats pourront être aisément étendus aux
fonctions de plusieurs variables. Si / :C F:2 —>• M est différentiable sur fì,
alors :

df = f'x(*iy)dx + f'yl*-y)dy.

Par extension on a :

5.8.3.1. Définition

On appelle forme différentielle de degré 1 sur un ouvert Q de M2 toute
combinaison linéaire

des différentielles dx et d y, P et Q étant des fonctions sur Q.

5.8.3.2. Définition

Soient deux formes différentielles ui\ = Pi d x+Qi d y et ui2 = P2 d x +
Q2dy définies sur un ouvert Q de M2. Par définition:

h) u!1 + u!2 = (Pi + P2) d x + (Qj + Q2) d y

iii) fui\ = (/Pi) d x + (/Qi) d y, si / est une fonction définie sur £7

5.8.3.3. Définition

Une forme différentielle w définie sur un ouvert Q de î?.2 est dite
exacte s'il existe une fonction / différentiable sur Í2 telle que ^J = df-

5.8.3.4. Définitions et remarques

i) Une équation différentielle du 1er ordre est une équation de la
forme :

^ = P{x,y)dx + Q{x.y)dy=O- (1)

ii) Une solution de (1) est une fonction *j/ = •f(x) définie sur un
intervalle 1, telle que

*UJ = 0 (2)

ou encore, ce qui est équivalent. P(x,*p(x)) + Q(x.tp(x))<p'(x) = 0 pour
tout x £ I.

iii)1 Le graphe d'une solution de (1) est appelé une courbe intégrale
de (1).
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Soit F une courbe intégrale de (1) d'équation y = ç(x). L'équation

(2) exprime que le vecteur \ = (P(x. ¿(x)), Q(x. ç(x))) est normal à T
au point Ai(x. ¡p(x)).

iv) Si la forme JJ est exacte, c'est-à-dire si ¿j = d / l'équation (1)
devient :

~ = df = f'xdx + f'ydy = O. d')

Si le domaine de définition de / est convexe, les solutions de (1") sont
les fonctions définies implicitement par :

f(x,y) = k, où k est une constante. (2')

5.8.3.5. Remarques

1) si l'équation (1) est de la forme :

¿ = a(x)dx-b(y)dy. (3)

elle est dite à variables separables. Dans ce cas. si A(x) (resp B[y)) est
une primitive de a(x) (resp de b(y)), la fonction f(x.y) = .4(2-) — B(y)
vérifie ui = df\ donc ui est exacte et les solutions de (3) sont définies
implicitement par l'équation A(x) — B(y) = k, où k est une constante.

2) Soit ui — P(x.y)dx + Q{x.y)dy une forme différentielle exacte
sur un ouvert Q de ?.2. c'est-à-dire :

^=d/. (4)

où / est une fonction differentiate sur Q. Si / est de classe C" on voit
facilement que (4) entraîne:

Py[*.y) = Q'A*.y) (5)

Réciproquement on montre que la condition (5) entraîne que jj est exacte.

5.8.3.6. Exemples

Intégrer les équations différentielles :

1) xdx + ydy = 0,

2) xdy - ydx - 0.

En posant f{x.y) = x2 + y2, les solutions de 1) sont définies par
l'équation implicite : x2 + y2 = k car 1) <£=> f'T d x + f'y d y = 0. D'où

les fonctions y = \/k — x2 et y — —yk — x2 sont solutions de 1). La
solution dont le graphe est (0,0) est dite solution singulière.

De même pour 2) la solution dont le graphe est (0, 0) est une solution
singulière.

Pour x 7^0, 2) est équivalente à : - dy-^ dx = f'x dx +f dy = 0.
x x1 y

où f{x,y) = —. D'où les solutions sont données par — = k, k étant une
x x

constante.
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5.9. À RETENIR

1 — Soir Q un ouver t de _-_". / : Q —y _-_ une fonct ion sur Q. On n o t e

(f i . Ê2 en) la base canonique de !?.".

1.1 — Dérivée pa r t i e l l e de / p a r r a p p o r t à la va r i ab le x,. au po in t

•Co :
df , . .. /(-co + f e , ) - / ( j 0 )
- r - 0r o = h m
OXi í-fO Í

si cette limite existe.

1.2 — / est différentiable en XQ. si et seulement si :

f(x0 + h) = f(x0) + L(x -xo) + \\x - xo\\s(x - x 0 )

où L e SfÇr".!:) et lim z(x-x0) = 0. L = d/(j"o) est la différentielle

de / en XQ et

où d J"z est la différentielle de l'application x —> x,.

1.3 — Existence de la différentielle en XQ. Si les dérivées partielles

-—- (i = 1.2 n) sont définies dans un voisinage de Xç, et continues
dx,
en xo. alors / est différentiable en xç,.

2 — Différentielle d'une fonction composée
Soient / : Q —>• ?.. différentiable en io . et j : / C I -> !î C ?-"•

derivable en ÎQ- avec g (ta) = J'o- Alors i7 = fog est derivable en ?o et

(1)

La formule (1) s 'écrit : * d / = d * / o ù * est le c h a n g e m e n t de var iab le

3 — Formule des accroissements finis
Soit / : Q —>•_-. différentiable sur Q. Alors pour tout couple d'élé-

ments a. 6 de Q tels que [a. b] C 0 . il existe 9 (0 < (9 < 1). tel que :

f(b) - /(a) = ¿ K (*6 + Í1 - ^ a ) (6' - a')
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4 — Théorème de Schwartz

Soit / : fi —> S une fonction.
Si deux dérivées partielles d ordre p(p > 2) de / sont définies dans

un voisinage de a G fi et continues en a. et si elles ne différent que par
l'ordre des dérivations, alors elles sont égales en ce point.

5 — Formule de Taylor

Soit / : fi —> 3, de classe Cp sur fi. Alors pour tout couple de points
a. b de fi tel que [a.b] C fi. on a :

= f{a) + ¿ | f (a)(6' - a') + i - a'

1 ^-^ 0/

(P-1)! [¿ i ôi«

(p-1)

1
+ -7

L¡=i

où c est un point du segment ouvert ]a. &[.

6 — Théorème des fonctions implicites

Soit

/ : fi->5.
(x.j/) ^ f[x.y)

une fonction de classe C1 sur un ouvert de fi de 5.2. Soit l'équation :

On suppose que :
1) il existe (a. 6) G fi tel que /(a, b) = 0.
2) /¿(a , &),É0.

Alors il existe un intervalle [01.02] centré en a et une fonction
•p : [ai. 03] —> E. continue telle que :

/ ' ( J "(
y est derivable sur lai, a->[ et on a : y?'(j) =

f'(xf(

La fonction •$ est dite fonction implicite définie par l'équation (1).
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5.10. Exercices et problèmes
o

XV

1) Soit / la fonction définie sur M2 par f(x, y) = —^ ^ si (a;, y) ^
(0 ,0)et / (0 ,0) = 0.

a) / est elle continue en (0,0)?

b) Montrer que VA G M, la fonction x —> f(x,\x) admet une limite
quand x tend vers 0.

2) Soit la fonction $ définie sur M par <3>(f) = 1 si t est rationnel, et
0 sinon. On considère la fonction

/ : M2 ->• M

a) Montrer que / est continue et differentiate en (0,0).

b) / est-elle continue, differentiate sur M2?

3) Soit la fonction u définie sur IR par u(t) = t2 sin - si t ^ 0 et w(0) =

0. On considère la fonction F définie sur M2 par F(x, y) = u(x) + u(y).
Montrer que F est differentiate mais que les dérivées partielles ne sont
continues.

4) Soit / la fonction définie sur M2 par f(x,y) = xy si |y| < |a;|,
d2 f d2f

f(x,y) = -xy si \y\ > \x\. Montrer que ^ - i - ( 0 , 0 ) et i ( 0 0 )
existent et sont différents.

5) Déterminer le domaine de définition des fonctions suivantes, et
calculer leurs dérivées partielles si elles existent :

f(x, y) = x2 sin2 y; g(x, y) = Arctg J ^

I \ / X ~\~ 11 X \ X

h{x,y) =Log v ; u{x, y) = e«

6) Étudier les extremums des fonctions suivantes :

0 f(x, y) =x2 -xy + y2 + 3x-2y+ 1,

Ü) g(x,y) = x3 + y3 -ixy.

7) Trouver trois nombres positifs dont la somme est égale à un
nombre positif a donné, et dont le produit est maximum.

8) Donner l'équation du plan tangent et l'équation de la normale à
la sphère

S2 = {(x, y, z)/x2 + y2 + z2 = 9} au point P( l , 2, 2).
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9) Soit l'application de 7.2 dans 3-. définie par :

i) Montrer que / est de classe C1 sur _-.2.

ii) / est-elle de classe C2 sur 72r!

10) Soient n G I1". p G I1". Soit / :?."—> 3\ une fonction de classe
Cp et homogène de degré p (f{tx) = tpf(x). W G ?-+)•

i) En utilisant la formule de Taylor pour / au voisinage de 0. montrer
que

t > 0

ii) En déduire que f(x) — Pp(x).

11) Montrer que la relation e'r~y = 1 + x + y définit implicitement
une fonction ç telle que y = y{x). au voisinage de (0.0). Déterminer y'
et ç" au voisinage de (0.0) et en déduire

lim ^~r-
r-t-0 ,r2

12) Soit / la fonction définie sur ~rr par f(x. y) = y3 + xy — e r . On
considère la relation suivante: f(x.y) = 0.

a) Montrer que cette relation définit, au voisinage du point .4(0. 1).
la variable y comme fonction implicite de la variable ,r.

b) Montrer que cette fonction admet, au voisinage de 0. un dévelop-
pement limité à Tordre deux. Déterminer ce développement.

13) Soit / : ~}z —» I?. une application differentiate de classe C1 .

On suppose qu'en tout point (x. y. z), -w-(x. y. z) ^ 0. Soit 5 la surface

définie par f(x. y. z) = 0.

a) Montrer que pour tout point M G 5.3. la dérivée partielle de /
par rapport à un vecteur u G ?-3 noté da /P-O est maximale quand
u = gradf(M).

b) Montrer que d¡j f(M) = 0 pour tout vecteur (7 de l'espace tangent
à S en M.



Chapitre 6 : INTÉGRALE
AU SENS
DE RIEMANN

6.1. Intégrale d'une fonction bornée définie
sur un segment :
Définitions et propriétés

6.1.1. Définition
6.1.1.1. Définition

Soit [a.b] (a < b) un segment. On appelle subdivision de [a.b] toute
suite finie strictement croissante a = (a = XQ < xi < . .. < xn — b). n
est la longueur de a. Dans la suite on confondra, la suite a et l'ensemble
S = {a = xo-Xi xn = 6} qu'on appellera aussi : subdivision de [a. 6].

Soit S — \x^.x\ xn} une subdivision de [a.b]. xo = a,xn = b
et x, < x¡+\. pour 0 < i < n.. On appelle pas de 5 , le nombre 07(5) =
Sup(j , + i - x,). 0 < i < n.

Soit / : [a. 6] —> Ir. une fonction. 5 = {ro. ̂ i , • • • .•?«} un élément de
l'ensemble D des subdivisions de [a. b].

On pose H = Sup \fx)\

M

m,

M¡

= mf fix
xela.b]

= Sup f(x
x€[a b]

inf

= Sup

)

)

f(x

et,

On appelle somme de Darboux inférieure de / relativement à 5 le nombre
n - l

réel S_(f, S) = Yl rnAxi+i ~~ xi)- e t somme de Darboux supérieure de /
2=0

_ n - l

r e l a t i v e m e n t à 5 le n o m b r e r é e l S(f. S) = Yl • ^ • M ^ í + i ~ x i ) -
i = 0
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Pour tout S e D. et pour tout 5' G D. on a : m[b - a) < £(/, S) <
S(f,S) <M(b-a).

6.1.1.2. Définition

On appelle intégrale supérieure de / sur [a. b] le réel

/(/) = inf (S{f, S)), et intégrale inférieure de / sur [a. b] le réel

Z(/)=Sup5(/ ,5), SeD.

Théorème (de Darboux)

Soit / : [a, 6] —>• 7. une fonction bornée. Pour tout réel s > 0, il
existe un réel rj > 0 tel que, pour toute subdivision 5 de [a.b]. telle que
^j(S) < r¡, on ait :

S(f, S) > /(/) - 5 et S(f. S) < /(/) + s.

Démonsiration

Soit s > 0. Il existe une subdivision 5' = {x'o. x[ x'n} de [a. b]
telle que :

n - l

S(f, S) < /(/) + £- où S(f. S') = X>-+i - *.WI-
1=0

.U;= Sup / ( r ) ( 0 < / < n )

Posons : rji = où H = Sup |/(jr)|, r?2 = - inf
8n(/f + l) 2 0<Kn

et Ï]' = inffr?!, 772).

Soit 5 = {xo, xi xm} une subdivision de [a, b] de pas ûJ(S) < r¡.
Pour tout i, 0 < ? < n. il existe p (0 < p < m) tel que: xP-i <
x'i < Xp < • • • < xq < x'i+1 < xp+i. La portion en S, de la somme
_ m - l

S(f, S) = ^2 (xk+i — Xk)Mk. où : \'Ik = Sup f[x). qui correspond

au segment [x'¡. x'l+1], (0 < i < n). est :

•Jl ^ ^ p x z llVIp— 1 T r ^ ç ¿q—1 l't-iq—1 T" V •*- ¿ _)-1 ¿qí^íq-

On a : 5,- < (JP - x,')A/p_i + (zq - rp)A// + (x'l+1 - xq)Mq, car :

Mp < M-, Mp+i < M¡, . . . . Mq < M[. ce qui entraîne :

d'où : Si < (x't + 1 - x[)M[ + 2H(Xp - x\) + 2H(x'i+1 - xq),

et : 5, < (x't+1 - x',)M! + 2Hrf + 2HÏ = (x't+1 - X',)M> + AHrf.
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_ n - l n - l
II résulte de ces inégalités que : S(f. S) = J2 $> < Y2 (x'i + i-x'1)M¡ +

¿=o 1=0
— — s 4nH?

iriHr]'. ce qui entraîne : S(f. S) < S(f. S') + -. car : An Ht)' < '
2 $n(n + 1)

On adone: S(f.S) < / ( / ) + \ + \- doù: 5(/,5) <l{f)+s.
On démontre de la même manière que. pour s > 0 donné, il existe

T]" > 0 tel que pour toute subdivision S de [a.b]. l'inégalité 07(5) < ij"
implique S(f. S) > /_(/) - 5.

En prenant n = inf(í/. ?/'). alors pour toute subdivision 5 de [a&],
Tinégalité ^j(S) < rj implique : 5(/, 5) < /(/) + s et 5(/ . 5) > /(/) - £.
Conséquence :

Si (5n ) est une suite de subdivisions de [a. 61 telle que lim ¿(Sn ) —

0. alors:

lim ^(f.Sn ) = / ( / ) et lim S(f.Sn ) = / ( / ) .

6.1.1.3. Définition

Soit / une fonction définie et bornée sur le segment [a.b]. On dit que
/ est integrable au sens de Riemann sur [a. 6] si / ( / ) = / ( / ) : cette valeur

commune / ( / ) sera alors notée / ( / ) = / f{x) d x. et appelée 1 intégrale
Ja

de / sur [ab].

6.1.1.4. Théorème (Caractérisation des fonctions integrables)

Soit / une fonction définie et bornée sur un intervalle [a. b]. Alors /
est integrable sur [a, 6] si et seulement si, pour tout s > 0. il existe r¡ > 0
tel que. pour toute subdivision S = {XQ, X\ xn] de [a, 6], l'inégalité
a; (5) < rj entraîne :

n - l

^2¿,{x¡+i - x,) < s.
1=0

où ni, = Sup f(x)— inf f(x). est l'oscillation de / dans [/,-. x, + i

Démonstration — Soit s > 0. il existe T] > 0 tel que. pour toute sub-
division 5 de [a. 6]. l'inégalité ^7(5) < i] implique les inégalités S(f. S) <

| et S(f,S) > / ( / ) - £-.

Montrons que la condition est nécessaire : si / = / , des inégalités
0 < 5( / , 5 ) - / < ^ e t 0 < 7 - S(f. S) < ̂ . on déduit, pour ^(5) < r¡.
que :

0< S(f.S)-S(f.S) <s.



150 Intégrale au sens de Riemann

Ce qui s'écrit :
n-l

0 < ^2¿i(x,+i -Xi) < î.
i = 0

Montrons que la condition est suffisante. Soit s > 0, et soit r\ > 0
tel que pour toute subdivision S = { fo -^ i xn} de [a.b] vérifiant

n-l

*(S) < r¡, l'on ait ^ ¿,(x1 + i - ;r¿) < s.
!=0

Pour une telle subdivision 5 on a : S(f. S) - 5(/. 5) < s. Or : 7 <
5(/. 5) et 5(/ . 5) < /. donc 0 < 7 - / < S(f. S) - S{f. S) < s.

Exemples:

1) Si f(x) = c pour tout x £ [a. è], alors / est integrable sur [a. b] et
6

f(x)dx = c(b-a).

2) Soit / la fonction bornée sur [0.1] définie par :

f(x) = - 1 si x G [0.1] n Q et /(JT) = 1 si x G [0.1]\^.

Pour toute subdivision S = { J O , J I xn} de [0.1] et pour tout
f, 0 < / < n, il résulte de la densité dans ~?. de ~ et de I?.\~. que

Sup f(x) = 1 et inf f(x ) = - 1
J-e[r.,J-. + i] Ï Ê [ I . - ' . + I ]

D'où 0 < S(f,S) — S_(f,S) = 2. Il en résulte que cette fonction /
n'est pas integrable sur [01].

Conséquences :

1 — Si / est une fonction définie et bornée sur un intervalle [a, 6], on
peut imposer à toutes les subdivisions 5 de [a.b] de contenir des points
fixés à l'avance sans modifier l'intégrabilité ou la non intégrabilité de / .

2 — Si / est une fonction définie et bornée sur un intervalle [a.b], et
integrable sur [a.c] et sur [c.b], (a < c < b). alors / est integrable sur

pb ¡>c pb

[a.b] e t / f { x ) d x = f { x ) d x + f { x ) d x .
Ja Ja Je

3 — Si u n e fonc t ion / . définie et b o r n é e su r [a.b]. est i n t e g r a b l e sur
[a.b]. a l o r s p o u r t o u t c. (a < c < 6), / es t i n t e g r a b l e su r [a.c].

6.1.1.5. Proposition

— Si / est bornée et integrable sur [a. b] d'intégrale I. alors pour tout
e > 0. il existe r/ > 0, tel que pour toute subdivision 5 = {XQ, XI, . .. , i „ }
de [a b]. l'inégalité ÔJ(5) < Î? entraîne :

n - l

1 - < s. V/// G [m,, Mi]

avec: m¡ = inf f(x) et M, — Sup f(x).
€[ ] [ ]
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Démonsiraiion :

Etant donné ; > 0. il existe ;/ > 0 tel que. pour toute subdivision 5
de pas ^J(S) < ¡]. l'on ait :

S{f. S) < 7 + s e t S(f. S)>L- ='•

Pour une telle subdivision S on a :

n - l

S(f, S)<I-Yn, <I- S(f. S)

Conséquence :

Si / est b o r n é e et i n t e g r a b l e su r [a.b]. a lo r s :

1
f(x) d¿' = lini —

= l i m —

n-l

'n-l

k(a-b),

k(a-b),

ik=0

N o t o n s J [ f l j ] l ' en semble des fonc t ions b o r n é e s sur [a.b] et

l ' ensemble des fonc t ions b o r n é e s et i n t eg rab l e s su r [a.b].

6.1.2. Propriétés

6.1.2.1. Proposition

Soient / . g. G /[a b] et A € ~'- Alors :

Ja

2)Xfe/[ab]et í (Xf)(.r)dx = X í f(.r)dx
Ja Ja

Démonsiraiwn :

1) Soit s > 0. il existe — > 0 tel que. pour toute subdivision S de
[a b] l'inégalité ZJ(S) < i] entraîne :

.
0<S(f.S)-S(f.S) < ¿etO

Pour ^(5) < i] on a donc :

0 < S(f + g. S) - S(f + g. S) < S(f. S) + S(g. S) - S(f. S) - S(g. S).
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ce qui entraîne :

g.S)<(S(f.S)-S(f.S)) + (S(g.S)-S(g.S)).

d'où :0<S(f + g.S)- S(f + g. S) < s.

Par suite / + g est integrable sur [a. 6] et on a :

•Ja

— lim —

= lim —
n-+ + cc n

= l im —

rb

•g)(x)dx =

i r"-1

U=o
n - 1

6 - Q

U=o
+ lim - \f [a + k

6 - a

2) Si A > 0. pour toute subdivision S de [a. 6], on a :

'S(Xf.S) = XS(f.S) et S(Xf.S) = XS(f.S).

d'où : JA/) = AJ(/) et /(A/) = A/_(/).

Si A < 0. pour toute subdivision S de [a. 6]. on a :

S(A/. 5) = A5(/. 5) et 5(A/. 5) = XS(f. S). d"où :

7(A/) = A/(/) et

Dans tous les cas. si / est integrable sur [a. 6]. on a donc : /(A/) =
/(A/) et par suite :

Ja
f(x)dx.

Conséquence :

Jf, 6i est un espace vectoriel sur I?. et l'application : / :
> /(/) est linéaire.

, 6 i -4 J.

6.1.2.2. Proposition

S i /- à' £ / [„.&] • alors
[ a 6 ] .

Démonsiration — Supposons d 'abord / > 0 et g > 0 sur [a. 6]. Soit
î > 0. Comme f et g sont integrables sur [a. 6]. il existe r¡ > 0 tel que
pour toute subdivision S — {XQ = a,x\ xn = 6} de [a, 6] de pas
J J ( S ) < r¡, l'on ait :
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71-I

et

Ç » - l(.u; - m;)(.r¡ + 1 - x,

avec .1/, = Sup /(.r)

m, = inf f(i-)
re[r,,Xi+i]

H = Sup .U,.
0<i<n-l

M; = sup 5 ( Î )
r£[r, r, + 1]

mj- = inf g(x)
relr J- ]

O < 1 < 71 - 1

Posons: D, = Sup f(x)g(x). d, = inf f(x)y(x). on a les

inégalités : 0 < D, - d, < M,M' - m,m(. d'où

7 1 - 1 7 1 - 1

¡ = 0 1 = 0

7 1 - 1

II en résulte que

7 1 - 1 7 1 - 1

D, - d,)(xl+i - x¡) < H' 2 J ( . U ¡ - nh)(-i
i=0 1 = 0

7 1 - 1

¡ = 0

1=0

d'où
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— Supposons maintenant que / et g sont deux fonctions bornées et
integrables quelconques sur [a,b]. Posons m = inf f(x) et

rÇ.[a.b]

m' = inf g(x).
r€[a.b)

On a alors : fg — (f—m)(g — m') + m'f+mg — >nm'. d'où l'intégrabilité
de fg. car ( / — m) et (// — m) sont positives sur [a. b}.

6.1.2.3. Proposition:

Sl / S ./[a.6] a l o r s : / + = Sup(/.O) G /[ab] et / - = inf(/.O) G

/[a.bV

Démonsimiion — Soit une subdivision 5 = {xo — a. x\ xn = b} de
[a. b}. on pose M¡ — Sup /(•?). m, = inf f{x).

D, = Sup f+(jc).d,= inf /+(*)
J-et-r, J . + i] .rG[r,.r, + 1]

Soit î > 0. / étant integrable sur [a.6]. il existe i] > 0 tel que. pour
toute subdivision S = {x0 = a. ,ri .r„ = 6 } de [a. b] de pas inférieur

n - l

à rç. l 'on ai t J2 (^J> ~ ' « ¡ ) ( ^ i + i — -fj) < =•
¡=o

Si -U, < 0. alors D, = d, = 0. et on a 0 = £>, - d, < M, - m¡.

si m, > 0. alors D, — M, et c/,- = m, et on a 0 < D, — c?, = M¡ — m,.

si Mi > 0 et m, < 0. alors Dx = .1/, et rf, = 0 et on a : 0 < D, - d¡ <
M, -m,.

n-l
Donc, dans tous les cas on a 0 < D, — d, < M, — m,, d où J^ (D, —

¡=o
n - l

£/2)(j",-+1 - x,) < J2 (-^i - " i i l ^ + i - J , ) < 5. et l'intégrabilité de /+ en
í=o

résulte.

L'intégrabilité de /~ sur [a. b] résulte du fait que /~ = — (—/)+.

Corollaire 1 — Si / G /[ab]. alors | / | G f[a b].

Démonstraiion : Ce résultat s'obtient en remarquant que | / | = / + — f~.

Corollaire 2 — Si / . g G /[a,by alors Sup(f.g). inî(f.g) G /{a 6].

Démonstraiion : Ce résultat s'obtient en remarquant que: Sup(/. g) =
k(\f-3\ + f + «/)• inf(/• tf) = - Sup ( - / . - 5 ) .

6.1.2.4. Proposition

Soient f et g deux fonctions définies, bornées et integrables sur [a b].

rb

1) Si f(x) > Ü V.r G [a 6]. alors / f(x) d .r > 0.
Ja
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, t> , 6

2 ) Si f(x) >g(x) V i e [a b]. a l o r s / f{x)dx> g{x)dx.
Ja Ja

3)
, 6 , 6

/ /Wdi < / \f(x)\dx.
Ja Ja

Démonstration :

1) Si /(.£•) > 0 Vr G [a ò], alors pour toute subdivision S de [a. b] on
a S ( / . S) > 0. d'où

2) D'après 1). on a: / (f{x) - g(x)) d x > 0 : or
Ja

r ( / ( - r ) - 5 i ( i ) ) d i = / / ( i ) d i -

t f(x)dx> / '
Ja Ja

g{x)dx.

3) On a - | / ( r ) | < / ( Î ) < | / ( r ) | Vi G [a 6]. donc

/ /

<II en résulte que f{r)dx

. donc

6.2. Exemples fondamentaux
de fonctions integrables

6.2.1. Proposition

Toute fonction continue / sur un intervalle [a.b] est integrable sur
[a.b].

Démonstration — / étant continue sur [a.b]. elle est bornée sur [a. b].
D'autre part, d'après le théorème de Heine. / est uniformément continue
s u r [a.b].

Soit î > 0. il existe r\ > 0 tel que pour tout couple (x. x') de [a b] x

[a. 61. l'inégalité \x — x'\ < r\ entraîne \f(x) — f(x')\ < .
b — a + 1

Soit S = {¿'o = a.xi xn = 6 } une subdivision de [a.b] de pas
strictement inférieur à r\ Alors, pour tout i. 0 < ¡' < n — 1. il existe
y, e [ i , . i i + i] et :, G [¿',..r! + 1] tels que M, = Sup f(x) = f(y¡) et

•re[.r, o-. + i ]

m , = i n f , / ( i ) = / ( = , • ) .
[ ]
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On a alors (M¡-m,) = \f(y¡) - f(:,)\ < -, '——• car \y, - :,\ < ï}.
b — a •+• 1

»-i z "v̂ 1 (b-a)z
D'où Y) [Mi-m,){xl + l-xl) < - > xl+1-x, = f ^ - < Î .

,••^0 o — a + 1 • ^ b — a + 1

S é t a n t q u e l c o n q u e , ceci p r o u v e q u e / es t i n t e g r a b l e s u r [a.b].

6.2.2. Proposition

Toute fonction monotone sur un intervalle [a. b] est integrable sur
[a.b].

Démonstraiion. On suppose / croissante. Dans le cas contraire, on se
ramène à cette hypothèse en considérant la fonction g = —/.

Soit e > 0. Il existe no £ I-T tel que < -r-r- -rr\ r-

»o f(b)-f(a) + l

Soit S = {XQ = a. xi xn = b} une subdivision de [a.b] de pas

inférieur à r¡ = .
«o

Alors on a
n - l , n - l

¡ = 0

ce qui entraîne :

n - i

U(b) - /(a)
i = 0

D ' o ù l ' i n t é g r a b i l i t é d e / s u r [a.b].

6.2.3. Fonctions continues par morceaux

6.2.3.1. Définition

Une fonction / définie sur un intervalle [a. b] est dite continue par
morceaux sur [a. 6] s'il existe une subdivision 5 = {co = a.c\ cn =
6} d e [a.b] t e l l e q u e p o u r 0 < i < n — 1. l a r e s t r i c t i o n d e / à ]x,.x, + i[
es t c o n t i n u e .

6.2.3.2. Proposition

Si / est continue par morceaux et est bornée sur [a. b]. alors / est
integrable sur [a.b].

Dêmonsiration — Soit : a = CQ < Ci < • • • < cn + i < cn = b la suite finie
croissante des extrémités des intervalles de la partition associée à / .

Pour montrer que / est integrable sur [a. b]. il suffit de montrer que.
pour tout k(Q < k < n — 1). / est integrable sur [c ]
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Considérons [ck. Ck+i]{0 < k < n — 1) et soit 77 > 0 tel que c*. <
ck + rj < Cfc+i - T) < ck+i-

Soit e > 0. Comme / est continue sur [c^ + '/.c^+i — 77], il existe
donc une subdivision 5' = {x'o = ck + r¡, £[ x'n = ck + \ — r/} telle

n - l s

que ^3 ^'¿(•r!+i - xi) < -k' o u ^ i = M - mz e s t l'oscillation de / sur

S o i t 5 = {^o = C f c . x i , . . . , x m = c ^ + 1 } u n e s u b d i v i s i o n d e [ c ^ . + ]
d e p a s i n f é r i e u r à c e l u i d e 5 ' . E n n o t a n t H = S u p \ f ( x ) \ e t ui¡ l ' o s c i l -

i e [a t>]

lation de / sur [ x¡,xt+i], on a:

n - l n - l

.(*i+i - ».O < # [(cfc + »7) - c*] + 5 3 ^ ( ^ + 1 - x'i)
!=0 ¡=0

+ i i [cfe+i - (ck + 1 - r/)}

n-l ~

ce qui entraîne : J2 JJÍ(X,+I — x¡) < r\H + ^ + T]H.
¿=o 2

d'où "£>,(£, + !-.,;,) < J +277//.
!=0 ^

n - l

Pour que l'on ait ^ o;,(j;+i — x¡) < c, il suffit donc de choisir r¡ tel
;=o

que 77 <

6.2.4. Fonctions en escalier

6.2.4.1. Définition

Une fonction / définie sur un intervalle [a.b] est dite en escalier s'il
existe une subdivision D = {co = a < c\ < • • • < ck-\ < ck = b} de [a. b]
telle que pour tout i (0 < / < k — 1). la valeur de / sur [x, + ¿', + ij est
une constante .4,.

6.2.4.2. Proposition

Soit / une fonction en escalier sur [a.b]. Alors / est integrable sur
[a. b] et si D = {co = a < c\ < • •• < c^_i < ck = 6} est une subdivision
de [a.b] telle que / ([c,. c¡ + 1[) = {.4,} pour tout ¡(0 <i <k - 1). alors

A - - 1

f(x) d x = y A , (c, + i — c,).

Démonstraiion — L'intégrabilité de / résulte du fait que / est continue
par morceaux sur [a. b]. Pour tout ;'(0 < i' < k — 1). posons

Ü sinon
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et
Í0 s i z e [ a . 6 [

9k(x) = < ... , . , .[M&) = /(&)

On a / = i/o + <7i + - • i+í'A--2+áíA-- Córameles fonctions <;,• (0 < i < k)
sont escalier sur [a. 6], elles sont integrables sur [a.b] : il suffit donc de
montrer que, pour tout i(0 < i < k).

, 6 , fc

/ g , ( x ) d x = A , { c , + 1 - c , ) . ( 0 < i < k - 1 ) e t q u e / g k ( x ) d x = 0 .
Ja Ja

Soit ? £ {0.1 k — 1} fixé, et soit 5 = {XQ = a < Xi < • • • < xm =
b} une subdivision de [a, b\. On suppose .4/ > 0.

S o i t x 0 = a < x% < • • • < x n , < e, < x n ¡ + 1 < ••• < x „ l + j < c + i <

•^rii+j + i ^ ' * " "C £m ~ &•

On a:

S(g,.S) = 0 [ (ü - x0) + • • • + (xn, - rn ,+ 1)]

+ 0 [(xni+J+2 - Xni+J + l) + h (Xm - X m _ i ) ]

ce qui entraîne :

S(g,,S) - Ai(xnt+]+1 - xni) > A¡(c, + 1 - c,).

De même on a : S_(g,. S) < 0[(xi -xo)-\ \-(c, -Xn,)]+At[(x„t+1 -
Ci) + h(c,-+i -x„l+J)] + 0[(x„1+J+1 -ci+1)A h (xm -xm- 1)], ce
qui entraîne :

S_(gi.S) < -4,(c1+i - c,).

fb
Comme g¡ est in tegrable sur [a. b]. il en résulte que / g,(x)dx =

_ Ja

I(9>) = L{gt) = Ai{c,+i - c,). Supposons gk(b) - f(b) > 0 et soit
S = {xo = a. X\. • • • . xm-i, xm] une subdivision de [a. b].

On a : S{gk.S) = 0{xl - x0) + 0{x2 - xx) + • • • + 0(xm - j m _ i ) = 0

fb
donc: / gk(x) d x = L(g¡) = 0.

/

b k rb k-1

f(x)dx = ̂ 2 / g,(x)dx = y \ 4 , - ( c 1 + 1 - c , ) .

6.2.5. Théorème

Si / est une l imite uniforme d 'une sui te de fonctions ( /„ ) n g ; ; définies,
bornées et integrables sur [a.b], alors / est integrable sur [a.b] et on a :

lim / fn(x)dx= f f(x)dx. (*)
"-> + ̂  Ja Ja
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Démonstration :

a) Montrons d'abord que / est integrable sur [a.b]. Soit s > 0. il
existe no € IT tel que

/n.( ' ) - ^ < /(*) < /noi*) + ^fTa-y V. e [a. i>].

Il en résulte que : /„0( x) - fno(y) - ^ '_ < f(x)-f(y) < fno(x)-

fno{y) + ,-,,,"_—y V.r. y 6 [a.b]. Comme fno est integrable sur [a.b]. il

existe i] > O tel que. pour toute subdivision

S - {x0 = a..ri ï m - i . f r a = b} de [a. 6]

de pas inférieur à //. on ait :

m - l

/ ^ ' ¡ ( • T i + l — X , ) < -

1=0

où u-'J = sup fno(
x) ~~ m f fno(

x) e s t l'oscillation de /,,0 sur

[.r,..r1 + i] : notant ¿, l'oscillation de / sur [x,. x;+i\. on a:

•"' l ( 6 - a ) - • " ' - * ' + 1 ( 6 - a )

m - 1 m - l m - l

E - ^ ' + 1 - -^) < E J< + ^ b y E (•'•'+! - '•) < f + 1 = -r-
!=0 1=0 V ' 1=0

/ est donc integrable sur [a. 6].

b) Montrons maintenant que (*) est vrai. Soit s > 0. 3no G I ' tel que
V.r > i?o. l'on ait :

b_a

fb fb

d o n c : / f n ( x ) d x - z < / f ( x ) < / / „ (x) d x + t. p o u r n > Î Î 0

d'où: / / ( i )d i= lim / /„(.r)df.

6.2.6. Fonctions réglées

6.2.6.1. Définition

Une fonction numérique / définie sur un intervalle [a. b] est dite réglée
b] i / l i i if d' i d f i lisur

[a. 6;
a. 6]. si / est limite uniforme d'une suite de fonctions en escalier sur
. Il résulte du théorème précédent que :
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6.2.6.2. Proposition

Toute fonction réglée définie sur un intervalle [a. b] est integrable sur
[a.b].

6.2.6.3. Proposition

Si / est réglée sur [a. b], alors l'ensemble des points de discontinuité
de / est dénombrable.

Démonsiraiion — Soit {gn)ne:\ une suite de fonctions en escalier conver-
geant uniformément vers / sur [a.b]. Pour tout n G I1. soit Hn l'ensemble
fini des points de discontinuité de gn. et soit H = |̂ J Hn. H est un en-

ne?;
semble dénombrable.

Si x G [a. b]\H. les fonctions gn sont toutes continues au point x. donc
/ est aussi continue au point x d'après le théorème 2.2.9.2.9 chapitre 2. Il
en résulte que 1 ensemble D des points de discontinuité de / est contenu
dans H. et est donc dénombrable.

6 .2 .6 .4 . Théorème (Caractér isat ion des fonctions réglées)

Soit / une fonction numérique définie sur un intervalle [a. b]. Alors /
est réglée sur [a. b] si et seulement si / admet en tout point de [a. b[ une
limite à droite et en tout point de ]a. b] une limite à gauche.

Démonsiraiion — Supposons / réglée et soit x G [a.è[. Pour s > 0. il

existe une fonction en escalier g sur [a. b] telle sup \f(i) — g(t)\ < -:•
t£[a,b] '2

Soit T] > 0 tel que g soit constante sur ]x. x + rj[. Pour tout (y. y') G
]x.x + r)[x]x.x + r i [ o n s i \ \ \ ) \ \ \
\g(y')-f(y')\<î-

II en résulte que / admet une limite à droite au point x. On démontre
de la même manière que / admet une limite à gauche en tout point de
]a.b].

Supposons que / admette en tout point de [a. b[ une limite à droite
et en tout point de ]a,b] une limite à gauche. Soit s > 0. pour tout
x G [a.b[. il existe dx G ~?..dx > .r tel que ]x.dx[c [a.b[ et. pour tout
couple (y. y') d'éléments de [x.dx[. \f(y) - f(y')\ < s.

Pour tout x E]a,b], il existe cx G ir..Cj. < x tel que ]cx. x[c]a. b]
et. pour tout couple (y. y') d 'éléments de ]cr. x[. \f(y) — f(y')\ < ;• Les
intervalles ] — oc. da[. ]cb- +oc[ et ]cr. dx[. x GJa, b[. recouvrent l'intervalle
fermé borné [a. 6] : il existe donc des points x\. x? x^ de ]a. b[. tels
que :

[a.b] = [a. da[u]cTl. dXl[D • • -U]cXk. dXk[U]cb.b].

Notons S l 'ensemble des points a.b.cx¡.dx¡. x,. 1 < i < k, que l'on
range en une suite strictement croissante a = ao .a i an = b. Pour
0 < i < n — 1. soit 9j un élément de ]a,. ¿¡ + i[. et soit g la fonction en esca-
lier définie sur [a. b] de la manière suivante : pour k = 0.1 n.g{ak) =
f ( a k ) . Sixe]a,.xl + 1[ (0 < / < n - 1) g(x) = f ( 6 ¡ ) . P o u r t o u t x G [a.b].
o n a\g(x) - f ( x ) \ < s .
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Corollaire : Toute fonction monotone sur un segment [a. 6] est réglée.
En effet une fonction monotone admet en tout point de son domaine de
définition une limite à gauche et une limite à droite quand cela a un sens.

Notation : Si / est integrable sur [a. b] avec a < b. on note / f(x) d x =
Jb

pb pa

- j f ( x ) d x " E t o n p o s e : / f ( x ) d x = 0 .
Ja J z<z

Propriétés :

Soient f et g deux fonctions integrables sur un intervalle [a. b]. avec
a <b.

1) Si f(x) > 0 Vi G [a. b] sauf peut-être en un nombre fini de points
de [a.b]. alors

rb

f(x)dx>0.

2) Si g(x) < f(x) Vf G [a.b] sauf peut-être en un nombre fini de
points de [a.b]. alors

/
Ja

f(x)dx.

3)

4) Si c e [a, b] Í f(x)dx= f / ( i ) d i + / / ( i ) d f .
Ja Ja Je

6.3. Primitives
6.3.1. Proposition

Soit / une fonction numérique définie et integrable sur un intervalle
[a. b]. Alors la fonction F définie en tout point x de [a.b] par F(x) —

/ f{t)dt est uniformément continue sur [a.b].
Ja

Démonstration.— Soient x et y deux éléments de [a. b]. x < y. On a

F { x ) - F ( y ) = f f ( t ) d 1 - f f ( t ) d t = í f ( t ) d t - Í f ( t ) d t -
Ja Ja Ja Ja

donc: \F(x)-F(y)\ =

où k = Sup |/(í)|.
t€[a.b]

f f(t)dt < f
J x Jr

\f(t)\dt<k\x-y\.
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6.3.2. Proposition

Soit / une fonction numérique integrable sur un intervalle [a. b] et soit
io G [a, b] tel que / admette en io une limite à droite (resp. à gauche).
Alors la fonction :

F : [a.b] - ) • ? . x M- f ( t ) d t
Ja

est derivable à droite (resp. à gauche) en io et sa dérivée à droite (resp.
à gauche) en io est égale à la limite de / quand i tend vers io par valeurs
supérieures (resp. par valeurs inférieures).

Démonstration — Montrons par exemple que F est derivable à droite en
io si f admet une limite à droite quand i tend vers io. Posons / = lim f(t).

Soit s > 0, il existe Ï) > 0 tel que. pour tout i G lio-io + r¡[ l'on ait
\f(t)-l\<£.

On a alors, pour i G ]t0. to + r/[. F(t) - F(t0) = / f(x) d x.
Jt0

Comme : l — s < f(x) < I + s pour tout x G ]io- io + il- on a :

(i - io)(/ - s) < F(t) - F(t0) < (i - io)(/ + s).

ce qui entraîne : / < s pour tout i G ]io- io + l[-
i - io

n - . r F(t)-F(t0)D ou : hm = /.
f->to i - io
t<t0

Corollaire 1 — Si / est une fonction réglée sur [a. b]. alors la fonction

F(t) = / f(x) dx admet en tout point de [a. b[ une dérivée à droite, et
Ja

en tout point de ]a.b] une dérivée à gauche.
Corollaire 2— Si / est continue sur [a.b] alors la fonction F(t) =

ft
/ f(x)dx es t d e r i v a b l e s u r [a. b] et F'(t) = f(t) p o u r t o u t i G [a.b].

Ja

6.3.3. Définition

Soit / une fonction numérique définie sur un intervalle / de ?.. On
appelle primitive de / sur / toute application F : I —¥~?. derivable sur /
et telle que F'{x) = /(.r). VJ? G /.

6.3.4. Proposition

Soit / une fonction numérique définie sur un intervalle / de ?_ et
admettant une primitive F sur /. alors toute autre primitive G de / sur
/ est de la forme G = F + c où c est une constante réelle.

Démonstration — La fonction x —> G(x) — F(x) est derivable sur J. et
Va- G / G'(x) - F'(x) = f(x) - f{x) - 0. donc il existe c G 7. tel que
G(x) — F(x) = c pour tout élément x de /.
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6.3.5. Proposition

Toute fonction numérique définie continue sur un intervalle / admet
une primitive dans cet intervalle.

Démonstration — Soit c G /• D'après le corollaire de la proposition 6.3.2

l'application x h-> F(x) = ; f(t)dt est une primitive de / sur / .
Je

Théorème : Soit / une fonction integrable sur [a, 6] et admettant une
primitive G sur [a.b]. Alors :

s: = G(b)-G(a)

Démonstration : La fonction x >-¥ F(x-f
Ja

f(t)dt étant une primitive

de / sur [a. 6]. il existe c G --- tel que F(x) = G(x) + c pour tout x de / .
et on a

f(x)dx = F(b)- F(a) = (G(b) + c) - (G(a) + c) =G{b)-G(a).

N o t a t i o n : Si g es t u n e fonc t i on déf inie su r [a.b] o n n o t e
g(b)-g(a).

Exemple 1 : / cos x d x = [si
Jo

Exemple '2:1 —
.il x

sin X]Q = sin — — sin 0 = 1 .

- d x = [Log x]'2 - Log 7 - Log 2 = Log - .

Notation : Si / est une fonction continue sur un intervalle / . on dé-
f

signe par / f(x)dx toute primitive de / sur / . Si F est une primitive

de / sur I. on a / f(x) dx = F(x) + e.

On donne dans le tableau suivant les primitives F de quelques fonc-
tions usuelles / sur intervalle / .

/

i" (n en)

x-n

(n£N et n>2)

xr

(re?, et r^-1)

F

xn+1

\-c
n + 1

x-n+l

xr+1

r + l + C

I

-" +
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/

x-1

ax

(a>0. a¿l)

COS X

sin x

t g i

cotg x

1

1

vT^r2

1
l + x2

sh x

ch ¿-

1

\/TT^2

1

^/x^l

1
^ , 2 _ I

1
1 - . T 2

1
1 - X2

F

Log .r +c

e1 +c

Loga

sin x + c

— cos x + c

- L o g

Log

COS X + c

sin .r + c

Arcsin x + x

Arceos x + c

Arctg x + c

ch x + c

sh x + c

Arg sh x + c =
Log(,r + \Jx2 + I) + c

Arg ch x + c =
Log (x + \/x2 - 1) + c

Log , + /r
2^T + c

Arg x + c -

2 L°S
l + x
1- x

J '
+ c

I

~

-

-

-

.+DC

] - x . l[U]l.+x[

J • L
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6.4. Formules de la moyenne

6.4.1. Proposition

Soient / et g deux fonctions integrables sur un intervalle [a.b]. On
suppose que f(x) > 0 sauf peut être pour un nombre fini d'éléments de
[a. b] et que ?n < g(x) < M sauf peut être pour un nombre fini d'éléments
de [a. b]. Alors on a l'égalité suivante :

fb pb

/ f(x)g(x)dx = k g{x)dx où m < k < M
Ja Ja

appelée formule de la moyenne.

Démonstration : On a mf(x) < g(x)f(x) < Mf(x) sauf peut-être pour
, 6 ,6

u n n o m b r e fini d ' é l é m e n t s d e [a. b]. d ' o ù : m / f { x ) d x < / g ( x ) f ( x ) d x <
Ja Ja

M / /(f)di.
Ja

Comme la fonction t i—> t / f{x) d x est continue sur [m. M], d'après
Ja

le théorème des valeurs intermédiaires, il existe k 6 [m. M] tel que

/ g(x)f(x)dx = k [ f(x)dx.
Ja Ja

Remarque: si la fonction g est continue, il existe, d'après le théorème
des valeurs intermédiaires, un point c de [a.b] tel que k = g{c). d 'où:

Corollaire 1 (première formule de la moyenne) : Soient / et g deux
fonctions integrables sur [a.b]. On suppose que g est continue sur [a.b]
et que f(x) > 0 sauf peut être pour un nombre fini d'éléments de [a. 6].

/

b rb

g ( x ) f ( x ) d x = g(c) / f ( x ) d x .
Ja

Corollaire 2 : Si g est une fonction continue sur [a. 6], alors il existe

fb

c G [a. 6] tel que / g(x) d x = (b — a)g(c).
Ja

On obtient ce résultat en prenant dans 1 égalité du corollaire 1. f(x) =
1 V.r G [ a . b ] .

6.4.2. Proposition (deuxième formule de la moyenne)

Soient f et g deux fonctions integrables sur [a.b]. On suppose / po-
sitive et décroissante sur [a.b]. Alors il existe c G [a. b] tel que

/ g(x)f(x)dx = f(a) [ g ( x ) d x .
Ja Ja

D é m o n s t r a t i o n . So i t S = {a — ^ o - ^ i xn — b} une subdivision de
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[a.b] e t s o i t G l a f o n c t i o n d é f i n i e s u r [a.b] p a r G ( x ) = / < l ( t ) d t p o u r
Ja

t o u t x S [a.b].

O n a G ( i , + i ) - G ( i , ) = / #(t) d i = Ä.-,(J-, + I - x¡)

où m,- = inf f(x) < k¡ < sup f(x) = M,.

n - l
Posant .4(5) = ]P k¡f(x,)(x, + i — xt). on va montrer que:

¡=o

lim Í . 4 ( S ) - X ] / ( J Í - ) 5 ( Í . ) ( - Í . + I - - C ¿ ) ) = 0 .

On a:

n - l

!=0

n - l

1=0
n-l

!=0
n - l

¡=o

n - l
et c o m m e g es t i n t e g r a b l e o n a : l i m ^2 (M, — m,)(xt+i — x,)

^(S)-t-O ¡ = 0

d'où / g(x)f{x)dx= lim .4(5). Or
Ja u.(s)-)-0

= 0,

n - l n - l

.4(5) =
¡' = 0 /=o

n - l

G(X„) - G(in-l

car G(JO) = G(a) = 0.

Posons m = inf G ( J ) et M = sup G(.r). on obtient m • f(a) <
«[«.'] r€[a,6]

.4(5) < M • f(a). et par suite

/(a) • m < lim .4(5) = d r < /(a) • M.
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Comme G est continue sur [a.b]. il existe c G [a. b] tel que :

r f(x)g(x)dx = f(a)G(c) = f(a) Í g(1)dt.

6.5. Changement de variable
Intégration par parties

6.5.1. Changement de variable

Théorème. Soit ç une fonction numérique définie, continue et deri-
vable sur un intervalle [a.b]. On suppose ç' continue sur [a. b]. Alors pour
toute fonction numérique / définie et continue sur le segment ç([a.b]).
on a la formule appelée formule de changement de variables :

f f(x)dx= f f[Y(x)]ç'(x)dx.
J ¿(a) Ja

Démonstration — C o m m e y est c o n t i n u e sur [a.b]. ç([a.b]) est u n seg-

m e n t . C o n s i d é r o n s sur ç([a.b]) la fonct ion !/ H-» F(U) — / f(x)dx.

Alors les fonc t ions

f(x)dx

sont définies c o n t i n u e s et dé r ivab les sur [a.b] et on a. p o u r t o u t t G
[a.b].H'(t) = Y'{t) • f[ç{t)] et G'[t) = r - ' ( f ) / [ r - ( i ) ] - H en ré su l t e que
H'(t) = G'{t) p o u r t o u t t e[a.b]. d ' o ù

/ f(x)dx = H(b) = G(b)= f[Y(t)]ç'(t)dt.
J ¿{a) Ja

Exemples :
, 6 1

1 — Soient a et 6 deux réels. 1 < a < b. Pour calculer / — -^ d x.
Ja .r(Log.r)2

i r^ j /"Loffi? i

pose f = Log j - , d'où d^ = — . On a ainsi : / — — = / — di =
•r A .r(Logj)2 JL o R a /-

on _

r r L o

Loga L ° S a L ° S 6

2 — Pour calculer / cos x sin4 J d x. on pose t = sin.r. on a alors
Jo

= c o s .r d J . d ' o ù : / c o s x s i n x d x = / í 4 d í = - -
J o Jo -3
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6.5.2. Intégration par parties

Théorème — Soient f et \' deux fonctions définies et dérivables sur
un intervalle [a.b]. On suppose que les fonctions dérivées V et V sont
continues sur [a. b]. Alors on a la formule d'intégration par parties :

V(x)fa- [ r'(
Ja

Démonstration — La fonction (U\'Y — W + U\~f est continue sur
pb pb pb

[a. b] e tona: / ( Í T ) ' W d . r = / í"(x)V(x)dx + í ' ( i)r '(r) d i
J J Ja

pb pb
/

pb pb
c e q u i e n t r a î n e [ f ( f ) \ ' ( í ) ] ^ = / l"(x)V(x) dx+ / U(x)\-'(x)

Ja Ja

Exemples :

o

1) E n p o s a n t í'(x) = — e t \'(x) — L o g x. o n a :

i V T V Fx e2 e 1
x Log x d x = \ — Log x\ - - dx = j - - + -.

2) En p o s a n t C(x) = Arc t g x et \'(x) = x. o n a

fl í1

/ Arctg x dx = [x Arctg x]l
0 - /

Jo Jo i
, d

= [x Arctg £]J - - [ L o g ( l + . r 2 ) ] „

6.6. Techniques d'intégration

6.6.1. Intégration des fractions rationnelles

Soient P(x) et Q(r) deux polynômes de 7.[J] premiers entre eux, où
Q{x) est différent du polynôme nul. Dans le cours d algèbre on montre
qu'on peut écrire :

où les .4,1; j.cik- Bej.Ce j.be son t des réels et les ce des réels n o n nu ls .

P(x)
Ceci ramène le calcul des primitives des fractions rationnelles —-—- à
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celui des primitives des fractions simples du type . (n G I1") et
(x - a)n

du tvpe Tl *--z -—^ où b ± 0. n G IT". On a les résultats suivants :
[[xa)-+b-]

1)
f A

/ d x = A Loe x — a\ + c.
J x -a

J {x - a)n (1 - n)(x - a)"'1

si b ¿ 0.

f Ax + B f A(x-a) f Aa + B
/ 7 \n i .i dx = dx+ di'.

J ( j - a ) - + 6 - J (x-a)-+b- J (x - a)2 + b2

= öLog[(j-a)- + 6- + Arctg(——) + C
2 o b

4 ) C a l c u l d e / - — A x +
n
 B ' i n d f. 6 ̂  0 . n > 2

7 [ ( j - a ) - + 6-j
O n a :

: No , , o m d - r

Aa + B

A(x-a) A

/

Pour ce qui est de / - ^ dx. en effectuant le change-

-r - a „ , -4a + S /• 1
ment de variables y = —-—. elle devient ; / —^ dy- II

è b J (y- + 1)"
s'agit donc de chercher les primitives de fractions du type -—̂  —.

n>\.

f 1Posons /„ = / ^—-d-r. » > 1. On peut intégrer par parties en

p o s a n t l~'(x) = 1 e t \ ' ( x ) = ¿—. on obtient alors
(1 + x)n
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d'où 2nln + i = (2n — l ) / n + —-.

Sachant que h = l v. d x = Arctg x + C. la formule ( 1 ) permet
J 1 + x-

de calculer I„(n > 2) par récurrence.

Exemples :

dx
1)

c

/ 1 _

J

2 t 2i + 3
= -= Arctg —-=-

V I V I

On a:

x6 + x'° + x4 - x3 - x2 + 6x - 2 1 2 1
[x- x-l (x-2)2 (x-2

1 2x
+ +

et

x- 1
2

= Log \x - 1| + Ci

2
j - l)2 Î - 1

1
y ( i - 1 ) 3 dx'

J ^Ti d i = Arctgi + C4

r 2.T + 1

or

1 x 1 r 1

donc

+
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6.6.2. Intégrales de la forme

/ P(cos x, sin x) dx où P(X,Y)€ R[X,Y]/

En considérant P(cos x, sin.r) comme polynôme en sin x à coefficients
dans IR [cos a-], on peut écrire :

P(cosx. si
A->0

2 ^ J -p

)sinkx

P2P{cosx)sin2px
2q+i {cos x)sin

2q+1

p>0

+ y j ( l — cos2x)qPoq+iicos x) sin x

= Qo(cos x) + Qi(cos x) • sin x

où Qo et Qi sont des éléments de IR [a?]. En posant u = cos x, on obtient :
f Í
/ Qi(cos x) sin r d ¿' = — / <5i(u) d u qui est simple à calculer.

Pour ce qui est des primitives de Qo(cos x), il suffit de savoir calculer

les intégrales de la forme / cosn x àx ou n G P1. Pour cela on linéarise

cosn x en posant COSJ = -(e l x+e~ 1 J") : si n = 2p. alors

2p 1 ix 2p
1 ~ 2~ÏP

 e '
¿p

LA- = O

p-1

En posant s = p — k, on obtient :

cos2 í> Í = —z-
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f !
d où / cos 2px dx = ^5-

Si n = 2p + 1. alors

cos"' ' x =

„_,sin.

5 = 1 s

(~2

p

k=0

l-2k)ix

d'où

cos xJcOi

Exemples :

J _ y - p-x s m ( 2 A + l)x

A = 0
2A+1

/
sin3 x d x = / ( 1 — cos2 x ) sin, = - cos x -\ + C

1 sin ix sin 2x 3
cos4 x d x = - / (cos Ax + icosix + 3) d x = —-- 1 h -x + C.

o¿ 4 8

6.6.3. Intégrales de la forme / R(cos x. sinx) d i ,
où R est une fraction rationnelle

En général, on effectue le changement de variables t = tg —, qui n'est

valable que sur des intervalles sur lesquels tg — et R(cos, x. sm x) sont
définies. On a alors

cos x =
1 - Í 2 2/

sin x = dx =
2dt

1 + i 2

d'où

1 — í 2 2í
J f l ( c o s z , s i n . r ) d x = / i î ( T - — ^ . — —
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où Ri(t) = R
í-t2 2í-. I est une fonction rationnelle en t.

Exemple: Calcul de / :

J 1 + smf
x

Posons t = tg - . on a alors

1 + cosi

sini

ce qui donne :

dx =
f2 + 2 l + t2

1

di

1 + sin x l+i

tgf= 2 Log

= Log(l + sin i ) —

t g f

1 * y2 T
3 2

Remarque : Cette méthode conduit souvent à des calculs compliquées.
Dans les cas particuliers suivants, on indique des changements de variable
plus commodes :

a) R(cosx. siili) est une fonction impaire en x : faire u = COSJV:

b) R(cosx. sin x) est une fonction paire en x : faire u = siil i :

c) R est une fonction homogène de degré 0 : faire u = tg x, lorsque
tgx et R(cosx, siili) sont définies sur l'intervalle d'intégration.

Lxemple : pour calculer 1=
o

de variable u = sin i . on obtient :

COSÌ d i

1 + cos2i

/ =
du

. en taisant le changement

= L o g

u n e

6.6.4. Intégrales abéliennes

6.6.4.1. Intégrale de la forme / R (x, \/Q{x)) d i . où R est

fraction rationnelle et Q un polynôme de degré < 2

a) Si Q(x) = ax + b est un polynôme de degré 1, en faisant le change-
ment de variable / = \/ax + b, on se ramène à l'intégrale d'une fraction
rationnelle.
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b) Si Q(x) = ax2 + 2bx + c est un polynôme de degré 2. on distinguera
deux cas :

• a < 0: Q{x) = a(x -\—)~ + c sera > 0 si et seulement si

b- - ac> 0 et
b2 — ac

i /1 o

En faisant le changement de variable x + - = \ r—cosf. on
a V a¿

I 7 0

obtient : y/Q{x) = u(t) = \/ sini et on est ramené à une intégrale
Va

du type / R(cost.sint) di-

• a > 0 : en divisant au besoin Q(x) par a. on peut supposer que
Q{x) = x2+2bx+c. En faisant le changement de variable t = \/x2 + 2bx + c-

, . r~r-- 2bi-c-t2 ,.. , ,.
x. on obtient \JQ(x) = ——7 —. et on est ramené a 1 integrale d une

fraction rationnelle.

Remarque :

— Si Q[x) à deux racines réelles a et b. on peut faire le changement

de variable t = \ .
y x — a

"— Si Q(x) = x2 — 1 (resp. Q(x) = x2 + l). on peu t faire le changement
de var iable x — c h t ( resp . x — sht).

6 . 6 . 4 . 2 . I n t é g r a l e d e la f o r m e R¡x.
/ax + b
ex + d

dx

En général, on fait le changement de variable t = >/ qui per-

met de se ramener à l'intégrale de fractions rationnelles.
ex + d

6.7. Exercices et problèmes

1) Calculer les primitives suivantes :

dx

f

M dx
dx
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d)

2)

r
Jor
s:

f dx
J , r

2 ( . r 2 - l ) 2 ( . r 2 + l)

Calculer les intégrales

' 2 sin x dx f"

3 + 2 cos x ' Jo 1

d i

a2 cos2 x + b2 sin2 x

77 i pTi

sin4 J1 + cos4 x Jn

í X
*-x- J X

suivantes :

sin x
i o Cl -1 •

+ COS"X

: . * o . » * o )

eos' x d x.

d /

r eos3 .r
Jo 1 - 2 sin x u •"" '

/
7n 3 + sin x '

/ . / sin x eos" x dx.
Jo sin x + cos J Jo
3) Calculer les primitives suivantes:

f dj / dy [ . ÍXd

J / T T 7 2 ' i V3X2 + 4 Í + 2' 7 \Zr2^T3
r- — o

Ix —

dx. /¡^^^T- /
dx

1 / dJ

ï d i r- 7 (i + j2) + y f

x + v4x2 + 3x + 1

dx

1 - f d i f 1 - y/1 + X + X2

x- xVl + x + x¿
dx.

dx

Vx2 + 4x - 4

4) Calculer les intégrales suivantes :

/4Log(x + 2) [2 - f3

Jo ~^^dX- h X L0gld'- k

Í
Jl/2

(Log ¿)a

Log x
==dx. í Log(l
— x- Jo

x~

dx.

dx.

r°(Log x)- d x

5) Calculer les primitives suivantes:

/

x Arcsin x f \/tgx + 1 f x — Arctg x
—u o d x • / ô • /

V 1 — x2 J cos- x j
dx-cos- x j 1 1 + x2

6) Soit f : [0. 1] —>• Ir. une fonction réglée. Montrer que

A.- = 0
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7) Soit f : [a. b] —> ~?. une fonction réglée. On pose

r n =

a) Montrer que si / est croissante, on a :

b) Montrer que si / est de classe C1. alors

Indication : en posant x^ = a + k . remarquer qu'on a

r(n)= E /

8) Soit / : [a.b] —y 5. une fonction de classe C1 et telle que f(a) =
f(b) = 0. On note M = sup \f (x)|. Montrer que

b

f(*)dt < M
(b-af

9) Soit / : [0. a] —> jt une fonction continue strictement croissante et
telle que / (0) = 0; soit g: [0. f{a)] —ï 3*. sa fonction réciproque.

a) Montrer que. pour 0 < i ' < a e t 0 < i / < f(a). on a : xy <
fX fy •
/ / ( 0 <H + g(u) d f- l'inégalité ayant lieu si ¿/ = /(.r).

Indication : y étant fixé, étudier les variations de la fonction x —y

xy- f f(t) di-
Jo

b) En déduire, p et q étant des entiers positifs tels que —|— = 1.
P 1

que : xy < axp + byq. pour a > 0.6 > 0 et (pa)q(qb)p > 1.

10) Montrer que la fonction définie par f(0) = 0. et fix) = s-2 sin -
x

si 0 < x < 1 est derivable sur [0.1]: sa dérivée / ' est-elle integrable sur
[0.1]?

11) Soit / : [a. b] —y 7. une fonction integrable. On suppose que pour
fb

toute fonction continue h : [a. b] —> _-_. / f(x)h(x) dx = 0. Montrer que
Ja

f e s t i d e n t i q u e m e n t n u l l e s u r [a.b].
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12) Soit f : [a. b] —> !?. une fonction réglée. Montrer que

,6

l im / / ( f ) e i n t d f = 0.

Indication : On démontrera le résultat d'abord lorsque / est une fonc-
tion constante, puis lorsque / est une fonction en escalier, avant de le
généraliser aux fonctions réglées.

13) En utilisant des inégalités ou la formule de la moyenne, calculer
les limites suivantes :

lini / ^— di - lim / ^ ^ ^ d i . nm

14) (Inégalités de Schwartz et de Minkowski) Soient f et g deux
fonctions numériques définies et continues sur un intervalle [a.b] de ?..
Montrer que :

1 ) f / f(x)g(x)dx\ < I j (f(x))2 dxj I j (g(x))2 d x \ .

b Yn~ ( fb \1/2 ( rb Yr~
2 ) \ J ( f ( x ) + g ( x ) ) J d x \ < \ J (f(x))-dx\ + \ J (g(x))J dx

15) Soit / : [a.b] —> !?. une fonction de classe C" et soit u(x) =

( n - 1 ) ! •

M o n t r e r q u e : V/ E [a.b],

n — l

en déduire la formule de Taylor avec reste intégral :

= f(a) + T(-^~ f
k=o fr

Problème I — L'objet de ce problème est de démontrer le résultat
suivant (formule de Stirling) : pour tout entier positif n assez grand :
n\ fa nnJ2Tme~n

1) Soient :

- x

x3

3 ( 1 - ^ 2 )



178 Intégrale au sens de Riemann

En étudiant les dérivées de ces deux fonctions, montrer que : y(x) > 0
et ^f(x) < 0 pour 0 < x < 1.

2) Montrer que pour tout 0 < x < 1 on a :

En posant x = . en conclure que :

- v 2 ' ° n - 12 \n n + 1

3) Soient les deux suites de terme général :

a,, = n ^ et bn = an erk.

Montrer que an < bn et que — > 1 et - \ < 1.
an bn

En déduire qu'il existe un nombre unique r tel que: an < c < bn et
qu il existe un nombre 6 compris entre 0 et 1 tel que :

4) Montrer la formule de récurrence suivante :

/ 1 - 1 n — 1 f
/ s in" x d x = sin ' x cos x -\ / s in"~~ .

J ri n J

En déduire que :

77/2 . On 2» - 1 2H - 3 1 7T
s u r í d í = —z T . . . - - .

0 2n 2n - 2 2 2
77/2 . 2n + 1 _ _ 2n 2n - 2 2

En conclure que :

sin2" d x

et :

7T , 2 2 4 4 6 6 2D 2n
- = lim r r - - - - . . . -2 n^ + ̂  13 3 5 5 7 2« - 1 2n

2 2 4 2 ( 2 n - 2 ) 2
o
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et par suite :

- = lim
(n!)-'22n

•5) Montrer que le nombre c défini en 3) vérifie :

C - 1 Ì m IO M e " 2 "

n^+oc (2n)\

c = lim —'• •—,— :—

d'où la valeur de c et la formule de Stirling.

Problème II — Soit fi un ouvert de ]?.2 et / : Q —> I?. une fonction
continue qui vérifie la propriété : il existe A- > 0 tel que

V ( f . y ) , ( j c ' . y ' ) G fi. \ f ( x . y ) - f ( x ' . y ' ) \ < k \ y ' - y \ .

Soit (a.b) G fi et / = {(.r . t /) : |J? — a| < a . | y - 6 | < J } C fi. Soit .V tel
que \f(x.y)\ < . 1 / . \f(x.y) G / . On suppose J I /Q < 3.

1)

a — Soit / = [a — a. a + Q] . Montrer qu'on définit bien une suite de

f o n c t i o n s s u r J en p o s a n t : ço(x) = b. çn{.r) = b+ / f(t.çn-i(t))dt.

V J G J. Vn G ì 1 . (On montrera que: Vn G I ' . Vf G J .V 'n ( - r ) - 6 | < ^)-

1/A-n-1

b — Montrer que: |y>n(.r) - yn-i(x)\ < j ^ — ^ \ ^ - «I"" 1- Vf G J .

2)

a — Montrer que yn est continue. Vn E IT-

b — Montrer que la suite {•¿n ) converge uniformément vers une fonc-
tion que l'on notera -p.

c — Montrer que ç est continue et vérifie les relat ions: y(a) = b et

f(t.p(t))di. Vf G J .

d — En déduire que -f est derivable sur J et vérifie l'égalité : y ' ( f ) =

3)

a — Soit ^ : J —> F: une fonction derivable qui vérifie les relations :

Montrer que: \P(f) = b+ / / (t. \P(f)) d*. Vf G J .
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b — Montrer que :

k"
< . 4 — | . r - a\". où .4 =

c — En déduire que -p = ^.
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