Chapitre 7 : FONCTIONS
VECTORIELLES

7.1. Rappels
7.1.1. Produit mixte, produit vectoriel

On suppose que =.° est muni d'un produit scalaire et d une orienta-

tion. On peut alors trouver des bases orthonormés directes de =3 (voir
Cours d'Algébre).

DEFINITION

1) Soit 1 1 X o et X 3 trois \ecteurs de 3, On appelle produit mixte

-
de ces trois vecteurs et on note (Y 1. 1 2. V' 3) le déterminant dans une
méme base orthonormée de ces trois vecteurs:

(‘ 1. ‘_} ? ):Dét‘-‘g)(?l ‘_}3.?3)
(7.J. k) base orthonormée directe
g - ~
2)Si 1 a:.l‘al+yaj+~ak pour a = 1,2.3,
alors
L1 o I3
= = = -
(ViVaeVa)=lyn v us
ST <2 I3
d’ou
- = T 2 Y3 zZ2 23 r9 T3
V. Vo, ! = + =z
(V1 2, V3) =1y 20 23 +u 22 I3 1y2 Ya
= T)l . ﬁk (produit scalaire)
ou
ﬁ}:yz y31-+32 23| - X2 T3 p
<2 23 L2 T3 Y2 Y3
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On établit facilement que T} est indépendant du choix de la base

orthonormée directe (7. J. l;). W ne dépend done que de K_)l. T)r_). T}g. du
produit scalaire. et de l'orientation.

DEFINITION

. - . .
Etant donnés deux vecteurs 1 5 et 1 3. on appelle produit vectoriel

1

.ﬁ
de 175 et 173. et on note 1'9 A 173, le vecteur tel que:

WTiezn o (TanT) = (V070 T)

7.1.2. Remarques

1) Dans toute base orthonormée directe, les composantes de ‘_}3/\ V

3
: = =
sont données en fonction de celles de 17 2(ra.ys. 22) et de 1V 3(x3.ys3.23)
par:
ﬁ
VoA Vg ={y223— 22y3. 2223 — I223. LaYs — Yax3)

_)

1) 172 A 173 est orthogonal a ?2 et V3.

11t) (Y 2.V a. TaAd 3) est une base directe si 175 et 1”3 ne sont
pas colinéaires.

iv) Le produit vectoriel définit une application de =3 x &3 dans =5
bilinéaire et antisymétrique.

Dauns la suite (€7,65.... . €,) désigne la base canonique de =". Si un
n
12 = —n g = - -
élément 17 de =" s'écrit © = g v, €y, on le notera &' = (vy.....1v,).

1=1

W=

n
Dans ce chapitre le symbole || || désigne la norme ||Z]| = (Z r?)
=1
r= (.1‘1 ...... v n)-

7.2. Définition - Exemples
7.2.1. Définition

On appelle fonction vectorielle toute application

f?:SCR—-):{‘"

tes 0 = (Fill)-. . falD))

ol S est un sous-ensemble de 3.
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Remarque: Si

-

fiscz—5zn
o T = (f1(0). o fult)

est une fonction vectorielle, elle définit n fonctions numériques fi.... . f,:
de S dans =.. Ces fonctions, appelées fonctions composantes. déterminent

complétement f.

7.2.2. Exemples

f:[0.1] > =2t (acost.bsint).
g =t (efleTl).
h:= — =3t (cost.sint. t).

7.3. Limite, continuité et dérivabilité
d’une fonction vectorielle
7.3.1. Limite
7.3.1.1. Définition
Soiif: SC=—=nle=net ty ~ S. On dira que fadmet comme
limite [ quand ¢ tend vers ¢y en restant dans 5. et on note tl_ll]t“t flt)y =1
sl et seulement si:

im [f,(t) =0L]=0. Vi=1l....n
t—=to
tes

7.3.1.2. Remarques

1) La définition 7.3.1.1 rameéne la définition de la limite d une fonction
vectorielle a celle de fonctions numériques.

2) Si on note I'une des normes N7, \5. N, définies sur =" au
1 2 €

5.1.32. 0n a:
1=

lim m — /e lim
t—rto t—to

n

On rappelle que deux normes N et N’/ sur =" sont équivalentes sil

existe deux nombres a.b (a > 0 et b > 0) tels que

aN'(z) < N(x) <bN'(x). YeeZ" (1)

La relation (1) entraine alors:
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lim \ (f(Ti - =0e Jim v (Fy-1) =0

t—to

—_n

1) Soit (e} .€5. ... . e} ) une base canonique de =". L'application

ol les ! sont les composantes de I dans la base (€}). définit une norme
n

de =". équivalentes & No (N5(&) = Z |z,|) d’apreés les relations
=1

n

n

_)

5 SRV RS SEn
=1 =1

(A,,) étant la matrice inversible. de changement de base. Donc. d aprés

3): tli)ntlo Ny (?(t) — f) =0& tli_{ltlo A (?(1) —f) = 0 ou encore:

lim f()=le lim fi(t) =], Vi=1... . .n
t—to

t—to

z - - —
les f,(t) et [, étant les composantes de ?i(z‘) et { dans la base (e} ... .. e’ ).
Dou

7.3.1.3. Proposition

lim F(t) =l o lim f,(t) =1 ¥i=1.. .n
—to

t—to

oi'l_)les f,(z‘) et [, sont les composantes de 7(1) et [ dans une base

(eh ... el)de 2
7.3.1.4. Propriétés

Soient : f: ="t m et g:I—=" 1t g_(Tg deux applica-
tions définies sur un intervalle 7 de =. Soit t5 ~ I.

Si lim m =let lim g_(?; = m. alors:
t—=to t—to

) ¥A.pe = lim M@ + pa(t) = AT+ priv

i) Jim (7= 1)

1) S1 =7 est muni d un produit scalaire. on a tlint] flt g—(?g =0-m:
—to
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iv) Si =3 est orienté et muni d'un produit scalaire. on a tlir}l f(t; A
—to

;m:f/\ﬁi.

Démonstration — On démontre aisément 1) en utilisant les propriétés
des limites des fonctions numeériques et la proposition 7.3.1.3.

1) Si tl_lgl m = 1. alors tli}ltl ]]mu =il
car 0 < (|6} =71l < 170} = 1.

ceey - - - - —
i) Soit V" = (117.... .11},) une base orthonormée de =" par rap-
port au produit sacalaire et solent (f, (¢ ))1<Z<n (gl(t))1<l<n (Z, )1<,<n

(m,),<1<,Z les composantes respectives de f g T et 7 dans cette base.
D aprés 7.3.1.3.

lim f(z§ =< lim f,(t) =1,
t—tg t—to
lim g_(T; =m& lim g (i) = m;
t—to t—=to

Donc tl_'ljltlo m g_(ﬁ = lim Z fi(t)g: (1)

t—=to
1=1

n
> lim fi(t)g,(t)
=1 t—=to
n e
= lemz ={-m
1=1

Pour démontrer iv. il suffit d’expliciter f(t) A g(ﬂ et [ A dans une
base orthonormée directe.

7.3.2. Continuité
7.3.2.1. Définition

Soit : f: SC=—=Z"ettyg€S. On dira que f est continue en fq. si
et seulement si: lim f(t) = f(to
t—to

7.3.2.2. Proposition

Soit: f : SC= = (filt).... . fa(1). SonOGS f est
continue en tg si et seulement si chacune des fonctions f,. i = 1.... .n.
est continue en tg.

Démonstration — Elle découle immédiatement de la proposition 7.3.1.3.

De 7.3.2.4 on déduit :
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7.3.2.3. Proposition

Soient: f: S CF = 2" §: S C 2 — =" deux applications et

o € S.Si f et § sont continues en to alors Af + ud(A.x € =). || F]l. fg
sont continues en {p. Sin = 3. f A § est aussi continue en {g.

7.3.3. Dérivabilité
7.3.3.1. Définition

- °
f 1 - =" soit I un intervalle de =. une application = et 1y € I.
Soit la fonction :

? A — {fo} — ="

ft) = flto
t—to

t—

o = .
Si 2(t) admet une limite 4. quand t tend vers tg. on dira que ? est
dérivable en tg. de dérivée 4 . notée
T /
A= fto)
7.3.3.2. Remarques

1) Comme pour les fonctions numériques on déduit aisément de la
définition que f est dérivable en #g. si et seulement si:

’Elj) € =", tel que m = flto) + (t —to)j)—l— (t —to)?’(z‘.z‘o)’!

. - .
avec lim F(t.1g) = 0. 4 est alors la dérivée de 7 en {g.

t—to

2) Soit ? : I — =" une fonction définie sur un intervalle 7 de = et

o] ~
soit tg € . est dérivable en ty sl et seulement si ses composantes fi
7 > en T se P fi

dans une base quelconque (€] .€5..... el ) sont dérivables en ¢;. et on a
alors

Fite) =3 filto) .

k=1

Preure — 1l suffit de le vérifier dans la base canonique. La fonction

0 = (fl(t)—f(to)_” M)

v

t—to ' t—to
admet une limite ?(1‘0) = (I;.....1,) quand ¢ tend vers t; si. et seule-
ment si:
t)— fu(t
lim SO = Sllo) o (2)
t—to t—1p

t#to
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(2) signifie que. Vk = 1.... . n. fi est dérivable en ¢ty et qu'on a ?(io) =

(filto).... . falt)) = (11. o).
7.3.3.3. Propriétés

1) Si ? et g sont dérivables en ¢y alors /\? + ,u? est dérivable en
fpetona:

(3T +47) (o) = A7 (to) + 1 (10)
) Si =" est muni d un produ1t scalaire, ? (e 7(2‘)
7) NG —> it ? (n = 3) sont dernables entyetona:

(F-7)(to) = F(to) - Fto) + Flto) - g Q;
(FATYto) = I (te) AT (te) + Flto) A (t0)

ces propriétés sont aisément vérifiables dans une base orthonormée.

v - . , . - —
3) Si =3 est un espace euclidien orienté soient ? 7R ICE—

?_?’ dérivables. Soit ( f . ? _h‘}) IC=->=.t— det(?(f)~ ?(t)-
D aprés le 1-5.

det (F(1). 70K 0) = F0) (F0) AR (0)

— . . - .
donc (? 7. h) (produit mixte de 7) 7 et ) est dérivable et on a:

1) Les théorémes de Rolle et des accroissements finis. valables pour les
fonctions numériques. ne s’appliquent pas en général pour les fonctions
vectorielles. En effet soit:

7 01—z

t— (31 =1).1(1 = 1))

On a ?(0) 7( 1) = L ? est dérivable sur ]0.1[ et pourtant il
n'existe pas de ty €]0. 1. tel que ?(10) = 7 En effet :

F1t) = (t(2 = 31). (1 = 20)).
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7.4. Dérivées d’ordre supérieur
Développements limités

7.4.1. Dérivées d’ordre supérieur

Q
Soit ? I CZ 5 =" etsolttg € I.SI ? est dérivable dans un
voisinage V(o) de to considérons la fonction

? Vi (ty) — E"
t— 7(t)

Si ? est dérivable en tg. sa dérivée notée ?(to). s'appelle dérivée d'ordre
2 de f en tq. De proche en proche on peut définir f(P)(¢g). L existence

-
de fP)(to) suppose que ?(1‘) _f_z(t). ... fP=1(¢) sont définies dans un
voisinage de ;.

— _
posantes fi de 7 dans une base (6’1 .eh.. ... en) de =" admettent des
dérivées d'ordre p en tp et on a alors:

7t = S 7 to) e

Une fonction f: I C = — =7 est dite de classe C* sur l'intervalle I

si fF) est définie et continue sur /. Ce qui entraine que f. f/.. .. . fk=1)
sont définies et continues sur I.

7.4.2. Développements limités

—- = —
Supposons que les composantes fj de ? dans une base (€} .e5.... . €},

admettent des développements limités a I'ordre p au voisinage de tg. On
peut écrire dans ce cas:

fulto + ) = pi(h) + hPex(h)

ol px(h) est un polynéme en h de degré < p et Ain}) 2k (h) = 0. Par suite
-
on a:

Fito+h)=TFh)+ k2 (h) (1)
Zpk ek est un polynéme en h a coeflicients dans =" de

n
_)
degré < p. et (h) = Y si(h)e), vérifie lim (k) = 7.

-0
k=1
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La formule (1) constitue un développement limité de 7} a l'ordre p
au voisinage de tg. Si les développements limités des fir sont obtenus a
partir de la formule de Taylor, on a:

Flto+h) = Flto) + AT (10) + o Flto) -
2T Otta) + b

avec lim &(h) = 0
h—0

7.4.3. Application a la Physique

&3 étant muni d'un produit scalaire. on considére 'espace affine eu-
clidien associé & muni d'un repére orthonormé (O.7.J. k).

Soit 7} - I C = = =3 une fonction de classe . A t € I, on associe
le point M (1) de & tel que 0_17(1‘) = 7(1‘)

L'ensemble ' = {1/(t). t € I} peut étre interprété comme la trajec-
toire du mouvement d'une particule de &2.

La vitesse de cette particule p au temps g est donnée par le vecteur

f'(to) € =3 et la direction de son mouvement au temps #o est donnée
par la tangente Ty au point Mg = 1/ (¢g) définie par:

MeTye Mo = 7(10)(1 —to).

Si p a une masse m. l'énergie cinétique FE(t) de la particule au temps ¢

est définie par: E(t) = %m(?(l‘) : ?(t)) : sl jﬁ existe. alors
LU — (7 P,

Par conséquent. l'énergie cinétique de cette particule est constante si.
a chaque instant t. le vecteur accélération f’(t) est perpendiculaire au

vecteur vitesse f'(t).

Sila particule p est soumise & une force ?(t). d’aprés la loi de Newton
on a:
T
(t) = mf"(1).

Par suite I'énergie cinétique est constante si et seulement ?(z‘) est or-
thogonale a la direction du mouvement de la particule. On va illustrer
ce qui précéde par un exemple précis: la fonction vectorielle

7 () = (cost.sint. t)(t € =)



190 Fonctlons vectorielles

définit une hélice circulaire de & d'axe (O.k). On a:

7

-
f’(t) = (—cost. —sint.0)

(t) = (—sint.cost. 1)

1 2
E(t) = Em(sinzz‘-l-cos“t—i- 1) = m et donc C:i—f =0.

En d'autres termes : soit une particule p soumise & une force ?(t) =
m(—cost.—sint.0). Si pour t = 0. sa position Initiale est le point

(1.0.0)(= ?(0)) et sa vitesse initiale le vecteur (0,1.1)(= ?(0)). alors
la trajectoire de son mouvement est une hélice circulaire définie par la

fonction 7(t) = (cost.sint. t).

7.5. Etude des courbes réguliéres
de I’espace euclidien & 2 ou 3 dimensions

On se place dans =2 muni d un produit scalaire. &P est V'espace affine

euclidien associé d’origine O.
Définition — Un arc paramétré 4 de classe (* de =3 est défini par
le couple (. f) ol [ est un intervalle de = et ? est une application
t— f(t) de classe C* de I dans =3. Lensemble f(I) est le support de
A

Si on interpréte le paramétre ¢ comune étant le temps. 'arc 4 appa-
rait comme la trajectoire du point M/ de &2 notée T( f). définie par
OM(t) = ().

La notion d’arc paramétré ne coincide pas avec celle de courbe telle

qu’'on l'entend en géométrie élémentaire : il existe par exemple plusieurs
représentations paramétriques ayant comme support une circonférence

de ©2. Pour arriver a une notion géométrique on doit convenir que
certaines représentations paramétriques de méme support définissent la
méme courbe.

7.5.1. Définition

Soient [ et J deux intervalles de =. Un difféomorphisme. de classe
C* de J sur I est une application bijective et de classe C* de J sur I.
dont la réciproque est aussi de classe C'*.

7.5.2. Définition

La représentation paramétrique (J. g ) est dite C*-équivalente a (1.
P q g

s'il existe un difféomorphisme 6. de classe C*. de J sur I tel que g

7 o0
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7.5.3. Remarques

La relation 2 : « (J. 7)) est C*-équivalente a (1. ?) » est symétrique
et réflexive. La transitivité de #* résulte du fait que l'application com-
posée 1 o 2 de deux difffomorphismes 6, et f» de classe C* est encore
un difféomorphisme de classe C*. C’est donc une relation d équivalence.

7.5.4. Définition

Soit (1. ?) un arc paramétré de classe C'*. sa classe d’équivalence
(1. ):‘ ) pour #* définit un arc géométrique I' de classe (. Les éléments

de (1. ; ) sont les représentations parameétriques admissibles de T'.

Tout élément (J. ) de (1. )i ). tel que ' = ?06' ou § est un difféo-
morphisme de classe C* de J sur I. est appelé changement de paramétre
admissible. Les propriétés géométriques de I sont. par définition. les pro-

priétés du couple (/. ?) invariantes dans tout changement de paramétre
admussible.

7.5.5. Orientation

Une application # qui définit un changement de parameétre admis-
sible étant un difféomorphisme. est toujours strictement monotone. Si
dans la définition 7.5.2. on impose a f d’étre croissante. on obtient une

!, . . .
relation d’équivalence 2% plus restrictive que 2. dont chaque classe

! ke . e
d'équivalence. modulo 2% de représentations paramétriques de classe
C* . définit un arc orienté de classe C*.

Ainsi. chaque représentation paramétrique (/. ?) de classe C* dé-
termine deux arcs orientés T T et T~

r+= {(J-T)- 7 = 709. 6 croissant }

I~ ={J7) 7= 709. 6 décroissant}

Larc Tt. dont (I._f:)) est une représentation paramétrique admis-

sible. sera appelé arc orienté défini par (I. f):etl'arc [~ sera dit orienté
en sens contraire de I'T.

7.5.6. Définitions et remarques

1) Si (1. 7)) et (J.7g") sont deux représentants du méme arc orienté

avec ¥ = fob. Yu.u' €J. u<u =t=0(u) <t =0(). On peut

donc définir pour l'arc orienté une relation d'ordre sur les paramétres.
ayant un caractére d'invariance pour tout changement de parameétre ad-
missible conservant |'orientation.
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On dit que 'arc géométrique est orienté a 1'orientation de (/. ?) que
I'on qualifie d orientation dans le sens des ¢ croissants.

. — . L . e
2) 51 ?’(l‘) = (. le point (t. ?(t)) est dit singulier: cette définition
est indépendante de la représentation paramétrique admissible considé-
rée.

Un arc (1. ?) de classe CF (k > 1) est dit régulier si ?(1) ne s annule
pas sur .

On ne considéra dans ce paragraphe que les arcs réguliers. On appel-
lera invariant d'ordre k tout étre géomeétrique de (I. f) ne dépendant
que de _f_7 7 f% (k> 1). On se propose dans la suite détudier
les invariants d'ordre 1. 2 et 3 des courbes de ./°.

3)Représentation normale — Soit (/. f) une représentation paramé-

trique d'un arc I’ de classe C* & > 1.Si (7. T. l::) est une base orthonormée
de =3 on a:

T () = AT+ f2(O)]+ fa(OOF

17 O =720 + 170 + F200).

Choisissons un point A4 de la trajectoire T(?) de ? tel que 0—4’ =

?(to). La fonction W : ¢ — || f/(t)]] est continue sur [I: il existe donc
une fonction unique primitive s de ¥ sur I appelée abscisse curviligne

comptée a partir de tq telle que s(tg) = 0 et §'(t) = H?(t)“: s est de

classe C* si est de classe C*. s(I) = J est un intervalle de =. (1. f)
étant régulier. s'(t) est différent de zéro pour tout ¢t € I. Par suite s est
inversible et la fonction p réciproque de s est aussi de classe €%,

Donc > définit un changement de paramétre admissible. et (J. f o )
est une représentation paramétrique admissible appelée représentation
normale de 1'arc T'.

En posant 7'(s) = F (¢(s)-(s = s(t)). on a ¢/ (s) = F'((s)) ¥'(s)
dou ||¢’ (s)]] = 1. Un changement d’orientation de I' change l'abscisse
curviligne en son opposé (si l'origine ne change pas).

7.5.7. Invariants d’ordre 1 et 2
Courbure. Triédre de Serret Frenet

7.5.7.1.
Soit T' = ([. 7) un arc paramétré de classe C'! régulier. Soient O3 =
?(u) et ml = ?(u—{-h). On a:

Ty = Fluth) = Flu)=hF () + helh) avec lim &(h) = 0 (1)

h—0
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"La formule (1) conduit a définir la droite (M. ?(t)) comme étant la tan-

gente a l'arc I' au point A . Le vecteur f'(¢) est un vecteur directeur
de la tangente. Sa direction reste invariante dans tout changement de
paramétre admissible t = #(u). Si on ne considére que des changements
de paramétre conservant l'orientation. 6’ (u) est positif et le sens du vec-
teur directeur de la tangente reste invariant. La demi-droite définie par

le point M, O} Vo= ? et le vecteur ?( t) constitue la tangente a T
orientée dans le sens des t croissants.

Soit T un arc régulier et orienté de classe C! de %2. défini par
une représentation normale O]\j = ?(s) A chaque point M de T on

40M

associe le vecteur + = ———. C'est un recteur unitaire porté par la

tangente orientée a I'. Le plan perpendiculaire en M & la tangente est
dit normal a T

. O]tj d? O 3
Courbure. La relation dd =1 entraine: f - = 0. Donc le
s
. a’0M _ af e o
vecteur § = = — (vecteur accélération) est perpendiculaire a

d s? ds
[. Si 4 #0. sa direction est par définition celle de la normale principale

en M aT. Soit 77 le vecteur unitaire de cette normale ayant méme sens

dt L
que T on peut donc écrire:

af
ds

:Cﬁ:%ﬁ. avec C>0‘

Le coeflicient C est appelé la courbure et R le rayon de courbure en A

a T. Le plan déterminé par f et i est le plan osculateur 2 T en M. La
normale en M au plan osculateur est appelée binormale: sa direction est

celle du vecteur b = ' A 1. Le plan déterminé par AJ et les vecteurs b. i
est appelé plan rectifiant.

Le triédre orthonormé direct constitué par les vecteurs t. 7. b est
appelé 1riédre de Serret-Frenet de I' au point M.

Le plan osculateur est le plan de la courbe T si celle-ci est plane.

Dans ce cas, le point [ tel que A/ = Rl est appelé centre de courbure
en M arT.

7.5.7.2. Usage d’une représentation paramétrique quelconque
q

Si l'arc T est défini par une représentation paramétrique admissible
quelconque OM = f{u),ona:

) — A7 ds _ =



194 Fonctions vectorielles

ds .
En posant v = qu on obtient :

u
P = Wy db
f(u) = uH_ldu
or B
dt _ dtds L
du dsdu R
dou

i (3)
7 ()

teur vitesse. f”(u) le vecteur accélération. v{u) la vitesse numérique. v’

Si u désigne le temps, ?(u) est « le vecteur position », le vec-

s

1'accélération tangentielle et R l'accélération normale.

Les relations (2) et (3) entrainent :

_f—)(u)/\?(u) E;t-/\ﬁ:l;g
d'ou
N U BN 140 &
TP [Fwar] .

Le plan osculateur est déterminé par le point /. et les vecteurs

7 (u)

et f”( ). La condition pour qu'un point P appartienne a ce plan est:
7 7o)

7.5.8. Invariants d’ordre 3
Torsion, formules de Frenet

Soit T un arc orienté de classe C'® donné par une représentation nor-
male O H‘ 7 (s). En gardant les notations du 7.5.7. on voit alors que

b est une fonction de classe C'! de s et les relations: b-b=1. 7.b=0
entrainent par dérivation :

o
|
Il
<o
™
IQ-
>y
_l_
o~
‘CL
1
1l
Bt
‘Q.-
>~
i
o

oW
)
o,
w
[N
@
o,
)

donc j— est orthogonal a 1 et &.
s
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—

b . .
On posera 3—— = 71 : le nombre T est appelé torsion de l'arcT et T =
s

—

1 . - .
= porte le nom de rayon de torsion. Le repére (¢. 7, b) étant orthonormal,
- fayon de torsion

1 lata dt ﬁ d b 7 ntrainent
es re — = = — == :
ST ons 15 R ds Te en
a0 _ . daf_ @ di_ _T_b
ds " ds R ds R T
db E
ds T

Ces formules sont appelées formules de Serret-Frenet.

Sil'arc T' est défini par une représentation paramétrique admissible

quelconque OM = f (u). on remarque que le nombre
7 = 117 @I=(F ). (). P )

reste invariant dans un changement de paramétre admissible. méme si

l'orientation de I' n’est pas conservée. L'usage d une représentation nor-
1

R2T’

male montre que ¢ = —

ﬁ / II
d’ot %:—RQU: (].c\(_)) f (li (

)

| &

A f7 ()

d’apreés la relation (4) de 7.5.7.2.

7.5.8.1. Remarque

On montre en utilisant les formules de Serret-Frenet qu'une courbe
réguliére de classe C3 de &P est définie. a un déplacement prés. par la

donnée des fonctions ('(s) et 7(s) supposées continues (C'(s) = m)

Ce résultat se démontre aisément dans le cas d une courbe plane (cas
ou 7 = 0): si on prend le plan de la courbe pour plan z0y et si on pose.
- _— s df _ _dy .. 1 dy
Ozt=p. 0r.i=p+_-—.ona—=n——.Doa(C(s) = — = == et

v T2 ds ds (s) R(s} ds
la détermination de 1'arc T se raméne aux 3 quadratures:

e

8 s 8
p:po+/ C(s)ds. r:r0+/ cos p(s)d s. y:yo—i—/ sin2(s)d s
8o So

So

Une courbe plane est donc déterminée a un déplacement prés, par la
donnée de la fonction continue C(s).
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7.6. Courbes paramétrées planes

Soient l'espace vectoriel =% muni d un produit scalaire et orienté, et
& 1espace affine euclidien associé, rapporté a un repére orthonormé
(0.7.7). Soit M : I = &~ t — M () une application d'un intervalle [
de & dans &°. Par définition

lim M(#)=m & tliIP O_]\}(t) =om
—ta

t—to

Al (t) est dérivable en t; & OW(I‘) est dérivable entg
401 (t)
t

que ces définitions sont indépendantes de l'origine O choisie dans o

la dérivée de t - M (t) est par définition . Il est facile de voir

7.6.1. Définitions

Une courbe paramétrée de & est une application M : [ — o

t — M(t) ou I est un intervalle de <. L'image I' = M (S) est appelée
courbe géomeétrique et on dit que A est un paramétrage de I'.

L'objet de ce paragraphe est le « dessin » de T' connaissant 1/. Les
diverses techniques exposées ici permettent d'expliciter les propriétés
essentielles de I', & 1'aide du paramétrage ). Parmi les notions défi-
nies a l'aide de Al, certaines. comme les notions de point régulier ou de
point stationnaire, seront relatives a la courbe paramétrée Al : d autres,
comme les notions de point ordinaire. point d'inflexion. ou de point de
rebroussement, sont relatives a la courbe géométrique T'.

7.6.2. Etude locale

Soit M : I C R — & une courbe paramétrée plane et T = M(I)
la courbe géométrique associée. Soit tg € [I. On suppose que A est
pourvue de dérivées de tous ordres en to. Pour étudier la forme de T au

voisinage de My = M ({o). on étudiera comment varie le vecteur Myl
ou My = M(tq + h), quand h varie dans un voisinage de ;.

D’aprés ’hypothése de dérivabilité faite sur M (¢) on peut écrire, en

posant OT}(t) = ?(z‘):

Pt + 2P+ o+ D)+ 20 )

0

=h

avec lim 2 (h) =
h—0

On définit un repére d'origine 1, ayant pour vecteurs de base (7 )
oll 7 est le premier vecteur dérivée de ?(1‘) non nul en ¢5. ¥ le premier
vecteur dérivée suivant qui ne soit ni nul ni colinéaire & . Solent X et
Y les composantes de Ay par rapport a ce repére.
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1) Si ?(10) #£0 et }7(10)/\7@0) # 0. alors W

f"(to). La relation (1) permet alors d écrire :

= ?(1‘0) et ¥ =

MM, = h?(to) + %(7(10) +F(h)

h2
Au voisinagedefpona: X ~hetY ~ 7 d’ott la figure 7.1 (X ~ h:
X équivalent a h (4.4.1)).

-

_) /)
1) 1)

i 7
/'/ e

FIiGURE: 7.2

M.

Figure: 7.1

7(10) est dirigée vers la concavitée de la courbe T' en My. 1j est
appelé point ordinaire de T

2) Si F(to) # 0. F (to) A Fi{ta) = 0. et F{to) A 7 (t0) # 0

L =
Fito). T = F(to): dou:
— = R —
T, = hT (t0) + o F7it0) + 5 (P (ta) + 2 (h)
3
et 'on en déduit que: X ~ A Y ~ =T {quand ¢t — to): d'ou la figure

7.2. My est appelé pont d inflexion de T.

3)S1 ?(10) = 0. le point 1/ est dit stationnaire.

— R
— Si ]—‘z(to) # 0. Mo\ = ?(f”(to) + 2 (h)) montre que ?(1‘0) est

un vecteur directeur de la tangente.

—Si f(t) A (1) £ 0. T = [(to). T = [ (t): don
hQ_) 3

TN, = 7 (to) + 5 (P(t0) + 2 ().
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2 3

. . . h .
Cette relation montre que .Y\ ~ ER Y ~ 3 (quand t — 1) : d'oli la

figure 7.3.

My est appelé un point de rebroussement de premiére espéce.

17,

S
Mu f///([g

M.

FIGURE: 7.3 FiGcUure: 7.4

= —
— i Pito) # 0. F7{to) A F(t0) = 0. F(to) A F¥(1g) # 0 par un
raisonnement analogue a celm fait ci-dessus. on a la figure 7.4. /g est
appelé un point de rebroussement de deuriéme espéce.

4) Plus généralement soient @ = W(fg) et T = fm(to).

e Si p est impair > 1. ¢ pair. on a la figure 7.1 en plus aplatie:
My est un méplat.
o Si p est impair. ¢ impair. on a la figure 7.2:
Ay est un point d'inflexion.
e Si p est pair. ¢ impair. on a la figure 7.3:
A est un point de rebroussement de premiére espéce.
e Si p est pair. ¢ pair. on la figure 7.4:
Ay est un point de rebroussement de seconde espéce.

7.6.3. Conseils pour la construction de I
1) On détermine tout d'abord un ensemble minimum (D) de valeurs
de t. tel que t parcourant (D). le point M (?) décrive entiérement [,

2) Par des considérations de périodicité. de translation. et de symé-
trie. on détermine. si possible. un sous-ensemble (d) de (D) tel que la
courbe géométrique compléte se déduise de la courbe géométrique par-
tielle (t € (d)) par des transformations géométriques simples.

3) L'ensemble (d) est en général formé de plusieurs intervalles dont
chacun donne un arc continue de I'. On étudie les fonctions z(t) et y(t)

(0—} 1T+ y(t )") aux extrémités des intervalles de (d). On peut

avoir des branches infinies quand ¢t - +>x,t =5 —x.t > t; out — tg'.
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L'étude étant la méme. pour fixer les idées. on suppose que t — t; :
trois cas peuvent se présenter :

o r(t) — xg et y(t}) — + (ou —x): la droite £ = rg est asymptote.
o r(t) = +x (ou —x) y(t) — yo: la droite y = yy est asymptote.
e r(t) > +x (ou —x) et y(t) = +x (ou —x): on étudie la limite
t Cy(t _ .
du rapport M quand t — 5. Si & — a € =..on forme y(t)—ar(t): si
(1) (1)
rlinrl (y(t)—ax(t)) = b. alors y = axr+b est I'équation d une asymptote & la
~—+lo

courbe. En général on obtient souvent a et b a 1'aide des développements
limités de x(t) et y(t).

Remarques

1)Sia=+>x.0ubiensia € *etb=4+x (ou —x). on dit que la
courbe I' admet une branche parabolique.

2) Supposons que a € . et b € =.
e Si y(t) — ax(t) — b > 0 la courbe est au-dessus de 'asymptote.
® Si y(t) — ar(t) — b < 0 la courbe est au-dessous de 1'asymptote.

3) On détermine le sens de variation de »(). y(t). généralement en
étudiant les signes de 2/(#) et y'(¢). On consigne les résultats obtenus dans

un tableau dont les lignes sont relatives a ¢. 2/(t). ¥ (¢). x(?). y(t). Une
/

. . L t
ligne supplémentaire relative a %f) (pente de la tangente) est souvent
r

utile.

1) On trace la courbe aprés avoir étudié les points remarquables:
points stationnaires. points d inflexion. points doubles (les points doubles

r(ty) =x(ta)
ylt1) = y(t2)

En fait un point P € T est dit double st un mobile décrivant la
trajectoire I' passe en P a deux instants différents ¢, et t,.

s'obtiennent en résolvant le systéme

7.6.4. Exemples
1) On considére la courbe T représentée paramétriquement par :
r(t) =24+ yty=20-1t"2
Montrer que I admet un point stationnaire .4 et indiquer la forme de I'

au voisinage de A.

Soluteon : 2'(f) = 2(L +t). Y1) = 2(1 + l) (=1) = y(-1) =0

implique que le point {( 1. —3) est stationnaire. En posant ? (t) =

1
(2t +12.2 = 37) on a: FH(=1) = (2.~6) et F7(=1) = (0.-24): F/(1) A
Jm

1) # 0. donc A est un point de rebroussement de premiére espéce.
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_)
70

-~1
T

FIGURE:

2) Etudier la courbe I représentée paramétriquement par :

r(t) =tgt . yl(t) =2t —1gt

1) Intervalle d’étude
o D=2

e x(t+ 7)) = x(t) et y(t + ™) = y(t) + 27 entrainent que I' est
invariante par la translation T3 de vecteur directeur V' = (0.27). On
restreint 1'étude de I' & l'intervalle [-7. 7] et on translate par Ty la

2
courbe partielle I'; ainsi obtenue.

o —r(—t) = —x(t) et y(—t) = —y(t). T est invariante par la symétrie
par rapport a O, donc I'; aussi.

En définitive l'intervalle d'étude se réduit a [O. ]
i1) branches infinies, asymptotes
lim z(¢) = lim y(t) = +x.
t— T t— I
y(t) _ : _ _ _
lim =% =—-1. lim(y(¢)+x(f)) = 7 donc y = —r+ 7 est asymp-
t— T z(t) t3

tote a [' et comme y(t) 4+ z(t) —7 = 2t — = < 0. pour ¢ € [0. 5[. la courbe
est au-dessus de 1'asymptote pour ¢ € [0. 5]

1i1) Tableau de variation

!
o 0
) = 14+tg%t y(t) = 1 — tg?t et i—lio—; = 1. la courbe admet
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comme tangente & l'origine la premiére bissectrice.

t 0 - >
r! + +

7 + 0 -

x| 0 A 1 S 4o
y 0 -1 N -

La construction de T est laissée en exercice.

7.7. Courbes en coordonnées polaires

L'espace vectoriel =* est toujours considéré ici muni d'un produit

scalaire et orienté, et l'espace affine associé o rapporté au repére or-
thonormé (0O.7.)).

Si une courbe T de & admet un paramétrage 1/ de la forme
OM(6) = f(8) cos 0T+ f(6)sin6]. € SCE.

alors (7. (W(e)) = # modulo 7. Le paramétre # peut étre interprété
comme étant une mesure de 1'angle orienté (Oz. O ). On dit alors que
p=f(8), 8 €5S. est I'équation polaire de I'. Les courbes polaires sont
donc un cas particulier des courbes paramétrées étudiées en 7.6. aux-
quelles on pourrait appliquer les méthodes générales du paragraphe pré-
cédent. Mais il parait plus simple. pour l'étude de ces courbes, d'employer
des techniques spécifiques. exposées succinctement ci-dessous:

7.7.1. Définition

Soit f:SCE — .0 f(#). On dit qu'une courbe I' de &° admet
I"équation polaire p = f(8). 8 € S si et seulement si [ est I'ensemble des
points 1/ de & tels que ET} = f(0)7(9) oufeS. et 7(9) = cos 7+

sin#j. T admet donc le paramétrage: M : S C = — &~ 6 — M (6). défini
par

OM = F(0) cos 67+ f(8)sin 6], ot (.OM) =6 ()

Les couples (p.8), (p.0+2k~). (—p. 0+ ) définissent le méme point de

o Sip= f(6) est représentée par I'. alors p = — f(6+ ) est représentée
aussi par I'. On supposera dans la suite que la courbe M : 8 — M (F) est
réguliére.
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7.7.2. Remarques

1) On indique ci-dessous les équations en coordonnées polaires de
quelques courbes simples:

Equations en coordonnées | Equations en coordonnées

cartésiennes polaires
r Droite passant par O
y=uxtga [0:o+k7r

Droite quelconque
c
‘ __acosf + bsind
Cercle de centre O et de rayon R
l,'_’ + yf.’ — RQ i p= R
Cercle passant par O

2+ y—2ar—2by =0 | p=2acosf + 2bsin g
2) Si W(8) = cos 67+ sin 47,

ar+by=-c

T'(0) = —sin 0]+ cos 67 = cos(6 + g)ﬂ- sin(f + g)j‘

_ = T
=70+ ;)

Ainsi (7(9).7’(6)) est une base orthonormeée directe. Le repére
(O (6). W (8)) est appelé repére mobile. D une facon générale on a:

2™ (6) :cos(9+ng)7+ sin(9+"§ﬂ)f S

7.7.3. Etude locale

On considére une courbe I' d'équation polaire p = f(#). § € S. ot f
est supposée de classe C* pour k assez grand.

1) Etude en un point différent de 1'origine O.

Soient O.X. OY les axes ayant respectivement pour vecteurs unitaires
(6) et T'(H).

On a: 0N (6) = f(0) 7 (8). d'ou
4011 (6)

40 - FOYT(6) + F(6)T'(8). (1)

o1l
Si M (6) # 0. alors f(6y) # 0 et (1) montre que dc?ﬂ (8y) est un vecteur
directeur de la tangente Mo7 en 1y a T.

Sion pose 17 = (OX.)MT) (angle de droites orienté). on a:
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: f (o)
"6 0 tgl = .
si f'(fo) # g F(00)
si f'(6g) = 0, alors V" 2( ) et on peut étendre la formule ci-dessus
en donnant un sens a l'écriture tg g =x = f(go) .

FIGURE: 7.6

Procédons a une étude analogue a 7.6.2. Posons

Ona:E'(8) = f'(6)F + f(6)
B(0) = f1(0)T +2f(0) 7" + £(0)F
= (f"(0) = f(0)) W + 27 ()7

dou

E(0) N ET(0) = [F(0)2 + 2£2(0) — FOFO)F  (K=TA]

Donc si E/(6) A E”(8) = (f(0)2 + 2f2 — ff)k # 0. le point ()

est un point ordlnalre et si f + 27 — ff'" > 0. la courbe tourne sa

concavité vers O. E’ et 110 sont d’un méme coté de la tangente en

MaT).

Si E/(6) A E”(6) = 0. mais £/(6) A E”(8) £ 0. alors le point

M () est soit un point ordinaire soit un point d inflexion.

2) Etude au voisinage de l'origine.

On pose ?(9) = 0?(9) = f(6) 7 (#). On montre par récurrence. en
utilisant la relation C4_; = C2~! 4+ C%. la formule suivante (formule de
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Leibniz) :
)= 30 Chn e 7o) (1)
k=0

Soit §y tel que f(fg) = 0:ona M (o) = O.

Soit p le plus petit entier tel que f®)(fy) # 0. d"aprés (1) on a:

?(P)((Jo) = f®)(60) 7 (60)

E0+)(0y) = £+ (06) 7 (60) + (p + 1) £ (60) 7" (60)

par suite

E® () A E®HD(60) = {(p+ 1)(f )2}k # 0

Donc d'aprés 1'étude générale faite en 7.6.2 on peut énoncer :

e La courbe est tangente en O a ' (6y)

e Si p est impair. O est un point ordinaire

e Si p est pair, O est un point de rebroussement
de premiére espéce

7.7.4. Remarques et conseils & propos de la
construction d’une courbe polaire ' : p = f(4).

1) On détermine tout d'abord un ensemble minimum (D) de valeurs

de 6. tel que # parcourant (D), le point M (#) parcourt toute la courbe
T.

2) Si p = f(8) admet une période T'. on construit l'arc [V pour § €
[fo, 80 + T[N(D). la courbe compléte s'obtient en faisant subir & I des
rotations autour de O et d’angle T.

3)Si fla—10) = f(6), (T) admet la droite A: 0 = %+k7r comme axe
de symétrie. Si I't désigne la partie de I pour laquelle § € (D)N[a.+x],

et s1 I~ = Sa(['t). Saétant la symétrie par rapport a A, alors ' =
r-urt.
4) Si. quand § — o, f(8) - +>x (ou —x). 8 = a + k= définit une

direction asymptotique O.X. La branche infinie correspondante admet
une asymptote D paralléle 8 O.X si y = f(0)sin(6 — o) admet une limite
L quand § — a. La droite Y = L détermine alors cette asymptote: O+
est appelée sous-asymptote polaire (Fig. 7.7).
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-

FIGURE: 7.7

5) Les spirales apparaissent pour § — —. ou § = +x.

(9@)

) = +x (ou — ) = +x (ou -
quand - —x quand f — +x.
FI1GURE: 7.8 FIGURE: 7.9
0 0
f() =0 f(6) -0
quand 8 — —> quand 6 — +>c.

FIGURE: 7.10 FiGURE: 7.11
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1) Si f(f) = +x (ou —x). la spirale s’agrandit avec IIW(H)II qui
tend vers +x (Fig.7.8.7.9).

i1) Si f(8) — 0 la spirale « converge » vers l'origine (Fig.7.10.7.11).

1) Si f(#) — « la spirale s’enroule autour d'un cercle de centre O et
de rayon |a|. en restant a l'extérieur si

at ona>0

a ot a<0

a l'intérieur si

£(0) = {a+ ol a<0

a o1 a>0

6) On calcule f' et tgl” = On étudie le sens de variation de f en

fl

dressant le tableau des variations.

7) Etude de points remarquables (point d'inflexion. point de rebrous-
sement).

7.8. A RETENIR

1) =7 est normé. Soit ? : I — =" une application définie sur un

[}
intervalle I de =. ? est dérivable en tg € I si et seulement si pour
toute base B = (1. €a.....€,) de 27, les composantes fi de

par rapport a B sont dérivables en tg et on a:

=D filto) @
1=1

S1 7 est de classe CF (p > 1) on a:

2
Tlto+h) = T ito) + 07 (1) + 5 F0) + o (U4 2 10)
avec }121_13%) Z(h) =0.

2) 23 est un espace vectoriel euclidien orienté et o l'espace affine
associé & =3 d’origine O. Soient : 7 ICR2— =3 T ={Mc o tel
que Oiq = _]?( t).t € I'} la trajectoire de ? et s l'abscisse curviligne.

il
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0! Y
2.1) d——— = { est le vecteur unitaire de la tangente orientée en 1/

arl

dat no ..

) 45 = —. 7 est le vecteur unitaire de la normale et R > 0 le
s

rayvon de courbure en M/ a

2.3) b= 1A best le vecteur unitaire de la binormale en M a T.

(M.T.7.b) est un repére orthonormé direct appelé repére de Serret-

Frenet de I' en M/

2.4) db = Testle rayon de torsion en M a T
ds T —_—
dn { b

PV TTRTT

. C e . , o
3) =.2 est un espace vectoriel euclidien orienté. et & le plan affine
associé dorigine O.

3.1) Soit Ol = F (). et T la trajectoire de M. Soit 7 (t) le

premier vecteur dérivé non nul (p > 1) et f(9(t) le premier vecteur

dérivé suivant non nul et non colinéaire a f(P/(t).

On a:

si p est impair et ¢ pair. M (t) est un point ordinaire
sl p est impair et ¢ impair. .}/ (¢) est un point d’inflexion
sl p est pair. A est un point de rebroussement de premiére espéce

si g est impair. de deuxiéme espéce si ¢ est pair

3.2) Soit OM = f(8)@(6). @(6) = cos 67+ sin 6]

FiGure: 7.12
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Si glim lf(@)] = +>. alors: O4 = elim f(8)sin(6 — a) est la sous-
—Sa —a

asymptote polaire.

FiGtre: 7.13

7.9. Exercices et problémes

1) Déterminer le rayon de courbure au point correspondant & § = 0

de la courbe d’équation polaire p = 1 + 2cos 7

2) Déterminer les courbes tel que R = asina. (R = rayon de cour-
bure: a = (7.1).

3) On considére 1'arc paramétré I":
r(t) = a(t —sint). y(t) =a(l —cost), te€[0,2r, a>0.

T étant orienté d'une facon quelconque, on appelle (M. 7, i) le repére

de Frenet en 1 et P le point défini par M P = —Rn (R = rayon de
courbure au point M). Montrer que 'ensemble % des points P admet
pour représentation paramétrique :

z(t) = a(t — 3sint), y(t) = 3a(l —cost). t€[0.2n].

construire .

4) T étant ’hyperbole équilatére d’équation r -y = a® dans un repére
(0,7 )) orthonormé. la normale en un point M de T recoupe I' en N,

Montrer que le point C défini par M.V = QC_]\/} est le centre de
courbure de T en M.

5) Déterminer une droite quisoit a la fois tangente et normale & 1'arc
paramétré I':

r(t) =37 . y(t) = 23 (t e R).
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6) Déterminer le triédre de Frenet. la courbure et la torsion en un
point M {t) de l'arc:

1 . 5 t  sin2t .
r(t) = 5 sin“t . y(t) = 5~ bnl z(t) = sint.
7) Construire la courbe T d'équation polaire p = —a Déterminer
cos? 1

le point double A.
Soit M un point quelconque de T' d"angle polaire . D la droite d 'angle

.0 . . .
polalrez, et P l'intersection de A1 et de D. Montrer que le lieu géomé-

trique de P quand 1 décrit I est un cercle dont on donnera les éléments
caractéristiques.

8) Montrer que pour la courbe:
r=csint. y=e'cost. = = at
les axes du triedre de Frenet forment des angles constants avec 1'axe

des r.

9) Déterminer la courbure et la torsion de la courbe T’

r=achtcost., y=achtsint. z = at

Par un point P € T'. on considére une normale qui coupe l'axe des
z en un point Q. Montrer que la longueur du segment PQ est égale au
rayon de torsion au point P.

10) Montrer que les formules de Serret-Frenet peuvent s'écrire sous
la forme:
_) _}
t b
AL _Pa?. T aw. 2o
ds ds d

o8

N
(s) N b
s
et déterminer ﬁ(s)
11) Prouver qu une courbe I' est plane dans les deux cas suivants:
1) la torsion est identiquement nulle

2) tous les plans osculateurs passent par un point fixe.

12) Un point P décrit une trajectoire réguliére définie par:

O? = ?(1‘) 01‘17(1) de classe C*

i) On suppose que 7)(1‘) A ?(t) = 6) Montrer que ?(z‘) garde une
direstion fixe.

11) On suppose que (?(t). ft). ]Tz(z‘)) = 0 (produit mixte). Montrer

que 7(1‘) A ?(1‘) garde une direction invariante et que ?(1) appartient
a un plan fixe.






Chapitre 8 : EQUATIONS
DIFFERENTIELLES

Introduction

Une grande variété de problémes relatifs 4 la mécanique. I'astronomie.
la physique mathématique. etc.. conduisent a déterminer une fonction.
Inconnue, par la connaissance d'une équation reliant ses dérivées succes-
sives jusqu'a un certain ordre. Ces équations sont appelées équations dif-
férentielles. Leur étude constitue 1'une des branches des mathématiques
les plus fécondes.

Par exemple. on voudrait déterminer le mouvement d une particule.
connaissant sa vitesse et son accélération. Une substance radioactive se
désintégre a une certaine vitesse. et 'on voudrait déterminer la matiére
fissile restante au bout d'un certain temps.

En général. on a affaire a deux sortes d’équations différentielles: les
équations différentielles ordinaires et les équations aux dérivées partielles
suivant que la fonction a déterminer est d'une variable ou de plusieurs
variables.

Un exemple simple d'une équation différentielle ordinaire est la rela-
tion
y-y=0 (1)
qui est satisfaite par la fonction f(r) = e*. On montrera que toute
solution de (1) est de la forme f(x) = Ce”. ou (" est une constante.
Une équation de la forme
9% f i o°f
art = oyt

=0 (2)

est un exemple d'une équation aux dérivées partielles. L'équation (2)
appelée équation de Laplace apparait en électricité. en magnétisme. en
mécanique des fluides. Elle a plusieurs sortes de solutions

flz.y)=x+2y. fle.y)=e"cosy. flx.y) = Log(z®+ y*).

Etant donnée une fonction F' de n + 1 variables. on appelle équation
différentielle (ordinaire) d ordre n. toute relation de la forme:

Fle.yy.y. ... .y") =0 (1)
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entre la variable z, la fonction y(z) et ses dérivées ¥/ (z), v (z), ... ,y(”)(x).

L’équation (1) est dite linéaire homogéne (resp. linéaire non homo-
géne) si F est une fonction linéaire (resp. affine) en y, ¢/, 3", ..., y™).

On appelle solution ou intégrale de I’équation (1) une fonction f(x)
définie sur un intervalle I telle que F ((z), f(z), f'(2),...,f™(z)) =
0, Ve € I. Intégrer I’équation (1), c’est déterminer toutes ses solutions.

On dira que Uintégration de ’équation (1) a été ramenée 3 des quadra-
tures si on a pu exprimer ses solutions au moyen d’intégrales de fonction
connues.

L’étude des équations différentielles a débuté au Xvi€ siécle avec
Newton, Leibniz et Bernoulli. On s’aper¢oit alors progressivement qu’ex-
cepté trés peu d’équations différentielles d’un certain type, il est prati-
quement impossible de trouver une théorie mathématique générale per-
mettant de résoudre les équations différentielles. Néanmoins on a établi
des théorémes d’existence et d’unicité des solutions d’une équation diffé-
rentielle. Et I’on est ainsi amené a considérer les équations différentielles
comme un moyen puissant de construction de fonctions nouvelles dont les
propriétés sont étudiées a partir des équations différentielles elles-mémes.

Parmi le peu d’équations qu’on peut résoudre, figurent les équations
différentielles linéaires dont certains types sont étudiés dans ce chapitre.

8.1. Fonctions a valeurs dans C

(7,7) étant la base canonique de R?, on identifie le corps des nombres
complexes & D’espace vectoriel R? par la bijection

g :C — R?
z=z+iy— b(z) = 2T+ yJ

Ainsi toute fonction

h:SCR->C
t— h(t) = f() +ig(2)

peut étre interprétée comme une fonction

ﬁ 0§ = R?
te fO)T+9()T

Si S est un intervalle ouvert de R , on sait (chapitre 7) que H est
continue (resp. dérivable) en un point ¢ € S si et seulement si f et g

sont continues (resp. dérivables) en ¢g. Et H'(to) = f'(t0)7+ ¢'(t0)]T

Ceci nous améne i poser les définitions suivantes:
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8.1.1. Définitions
Soit
h :I—-7TC
t— ft) +ig(t)

une fonction définie sur un intervalle ouvert I de = . On dira que :
. @) h admet une limitel = l1+115 en un point tg, I ~ 1¢, s1 et seulement
si tllgln fi) =1 et tllglug(t) =1 .
ii) h est continue en to € / si et seulement f : ¢ — f(t) et g : ¢ g(t)
sont continues en tg.

1) h est dérivable en tg € [ si et seulement les fonctions f et g sont
dérivables en tg. et la dérivée de h en ty. notée h'(tg) est donnée par

h(to) = f'(ta) +14'(to).

8.1.2. L’exponentielle complexe
8.1.2.1. Définition

Soit a = a + 1b un nombre complexe fixé: expaz. pour r € = |
est le nombre complexe exp ar expibr. ot expibzr = cosbr 4 1 sin br et
exp ar = e%" a la signification habituelle.

On définit ainsi une application
expa :x.— _

r+—expalr) =expar

8.1.2.2. Propriétés

On déduit des définitions 8.2.1 que. si @ € ~. la fonction exp a est
continue et dérivable sur = .

Un simple calcul montre que:

(expar) = aexpar (donc expar est indéfiniment dérivable)
expar.expdr =expla + Jr. Va.3€e Z.re=.

8.1.2.3. Exemple

On considére un mouvement vibratoire simple défini par:
r=acos{wt+ ). a€F.

On pose a = aexpiy: acos(wt + ) est alors la partie réelle de
aexpiwt.

Soit. par exemple. & composer deux mouvements vibratoires sumples
de méme axe. de méme centre. de méme pulsation «. Il s'agit donc
d'étudier la somme
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ft) = ay cos(wt + p1) + az cos(wt + a).
Les deux termes de cette somme sont les parties réelles de
ajexpiwt (a3 = ajexpipi) et de asexpiw! (a2 = asexpiys).

Donc f(t) est la partie réelle de (a1 + a2)exp it et définit par consé-
quent un mouvement vibratoire simple de pulsation « et dont ['amplitude
a et la phase p sont données par la construction dite de Fresnel.

I
a,
a P,
o O
9,
0 L
FiGure: 8.1

8.1.3. Opérateur différentiel
&8.1.3.1. Définition

Soit I un intervalle ouvert de . Si & toute fonction f. dérivable sur 7,
on fait correspondre sa fonction dérivée f’, on définit un endomorphisme

D €)= E (. 7)
f=r

de l'espace vectoriel € (I. Z) des fonctions indéfiniment dérivables sur
1. appelé opérateur différentiel.

Plus généralement. en posant D? = Do D. toute expression formelle
de la forme aD? 4+ bD + ¢ (a.b.c € ), définit un endomorphisme
de €7°(I.Z). qui associe & tout élément f de €™ (1. Z). la fonction
(aD* +bD+4c)f = af’' +bf +cf: on dira encore que aD? + bD + c est
un opérateur différentiel.

&8.1.3.2. Remarque

Certains appareils mécaniques ou électroniques appelés filtres linéaires
ont le pouvoir de transformer un signal d'entrée f(t) en un signal de sor-
tie Af”" + Bf' + Cf olt A, B.( sont des coefficients réels.

Si le signal d’entrée est de la forme aexpiwt (a complexe, w réel).
étudions le signal de sortie dans un filtre linéaire de formule D? 4 1.



Equations différentielles du premier ordre 215

Ona (D*+1)(aexpiwt) = a(l —w?)expiwt. Le signal de sortie est
done a(l — w?)expiwt.

La phase ¥ du signal de sortie est

Y=

_ _ _Ja2krw prés sil—w?>0
a (2k + 1)x preés sil—w? <0

L amplitude A du signal de sortie est égale & 4|1 — w?|. A = la].

8.1.3.3. Proposition

Soient a et J les racines dans Z de 1'équation AX? 4+ BX +C =0.
4.B.C e Z. Alors pour tout f € €~ (I.Z). on a:

(AD'~’+BD+C)f:A(D—a)[(D—J)ﬂ (1)

Preuve — On vérifie la relation (1) par un calcul direct: (D=3)f = f'—
3f .Posons ¢ = f'=3f A(D-3)p = A(Y'—ap) = A(f" = (a+ I)f' + adf)

Comme —A(a + 3) = B et 4aB = ( on trouve bien:
AD=a)[(D=-3f]=Af"+Bf +Cf
= (AD*+ BD +C)f

8.2. Equations différentielles
du premier ordre
Equations différentielles
linéaires du premier ordre

8.2.1. Généralités

Soit 1'équation différentielle du ler ordre:

Flr.y.y)=0. (1)

Si F est de classe (! et si F),(x.y.y') # 0. le théoréme des fonctions

implicites permet de résoudre localement cette équation en y’ et on est
alors amené a étudier une équation de la forme

y' = flr.y). (2)

En fait une équation différentielle de la forme (1) n'est pas nécessaire-
ment équivalente & une équation de la forme (2). 1l se peut en effet que
(1) admette une solution qui annule F;,(r. y.y'). De telles solutions sont

dites singuliéres .
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Par exemple pour l'équation xy — y = 0. la solution dont le graphe
est (0.0) est une solution singuliére.

Dans la suite. on n'aura a considérer que des équations de la forme
(2). Pour ces équations on admettra le théoréme suivant :

8.2.1.1. Théoréme de Cauchy-Lipschitz

Soit © un ouvert de =2 et soit f : ) — = une fonction continue et
pourvue d'une dérivée partielle par rapport a y continue sur 2.

Quel que soit le point (xp. yg) de Q. 1l existe une solution unique y(r)
de I'équation ¥y = f(x.y) définie dans un voisinage de rg et telle que
y(ro) = Yo.

Remarque — Ce théoréme garantit, sous certaines conditions. |'exis-
tence de solutions d'une équation différentielle. Mais il n’est pas tou-
jours possible de déterminer effectivement ces solutions: par exemple

2
T

pour 'équation y'(&) = e™7 . on ne sait pas calculer de fagon explicite

T

. .. . _p2 N
une primitive de la fonction £ — ™7 . Dans ce cas on cherchera a trouver

des solutions approchées.

8.2.1.2. Intégration numérique

. - . . — o
Soit f: Q — = une fonction continue sur un ouvert 2 de =.°.

Si l'équation différentielle y/ = f(x.y) posséde une solution unique
y(x). telle que y(ro) = yo. cette solution s’écrit

yle) = yo + 7, flu.y(w)) du.

&I, = rg+nh

En choisissant un pas d'intégration h et en posant
Y(Tn) = yn

on obtient le systéme
Ipnyl1 = T + h
Un+1 = Yn + frrn"“ fluylu)) du

Les différentes méthodes d'intégration numeérique reposent sur un calcul
approché de l'intégrale

Y
/ f (wylu)) du.

Par exemple, en utilisant la méthode des rectangles on a:

/ h fluy(u)) duxhf(rn. yn)

dou In41 :-rn+h

Yntl = Yn +h (f(xn.yn))

Py (Tng1-yn41) par le point Py (Tyn41.Ynp + hy,) appartenant a la
taneente en P, A la courbe intégrale

ce qui revient & remplacer le point
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y4
O 'rn xn+l ‘;
FiGURE: 8.2

Cette méthode. dite méthode d Euler. n’est pas assez précise. On peut
Lntl
I'améliorer en évaluant l'intégrale / f(u. y(u)) du par la méthode
Ln
des trapézes. en posant

(fxn.yn) + (f(Zns1-Yn+1))

N =

Trng1
[ ) aus
In

8.2.1.3. Interprétation géométrique.

Soit y' = f(&.y) une équation différentielle, ot

f: Q-=x
(x.y) =y = flx.y)

est une application d'un ouvert Q de =2 dans = .

A tout point 1/ de l'ouvert €2 du plan on associe la droite /T de
coeflicient directeur y'.

Le couple (M. MT) est appelé un élément de contact. et 'apphcation
M — (M.AT) s’appelle un champ d’éléments de contact dans le plan.
Une courbe () est une courbe intégrale si I'ensemble de ses éléments de
contact appartient au champ précédent.

8.2.1.4. Equation différentielle attachée 4 une famille de courbes

Soit une famille de courbes 'y dépendant d un paramétre X et définie
par l'équation

fle.y.A)=0. (1)

f étant supposée continue sur un ouvert Q de =3 et de classe C! par
rapport & (z.y). On suppose qu'en tout point M (r.y) d'un ouvert du
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plan passe au moins une courbe (. Le coefficient directeur y' de la
tangente en M & la courbe C étant donné par:

fele gy N+ f(x.y ) -y =0. (2)

L'élimination de A entre (1) et (2) donne une relation qui définit les
éléments de contact des courbes (') :

Fle.y.¥) =0 (3)

La connaissance de 1'équation différentielle F(z.y.y’) = 0 permet d ob-
tenir un certain nombre de renseignements sur les courbes (.
Les trajectoires orthogonales des courbes 'y sont les solutions de
I'équation différentielle F(x.y.—2) = 0 obtenue en changeant y' en
y
—i dans 1'équation (3). En effet supposant 1'équation (3) résoluble par

rapport a y. Soit ¥ = f(z.y) sa forme normale. La tangente en 1/ (r.y)
de C'y a pour pente m = y = f(r.y) (en axes orthonormées). 57l existe
une courbe T' orthogonale en 1/ & (. sa tangente en ce point a pour

pente m’ = -+ = -1

m oyl

L équation différentielle des courbes T' sécrit donc :
1 1
—?:f(.r.y) ou F(I.y.—;) =0

Eremple — Déterminer les trajectoires orthogonales a la famille des
cercles (' passant par l'origine et centrés sur l'axe des .

La famille des cercles Cy est donnée par l'équation x4+ y° —2Ar = 0.

L’équation différentielle qui définit la famille C' est: y = Y 2_ T Les
ry
trajectoires orthogonales satisfont donc 1'équation différentielle.
2xy
/
- =7 1
Y=ol g (1)

(1) & (2)dy(z* — y*) =22y de = 0

et pour y # 0

9 2
r?—y?
2y°

(2) & dy—gdx:O.

2

r- 4y
-2y

2

En considérant la fonction f(r.y) = . I'équation (2) s'écrit

fydy+fide=0.

Par suite la famille des courbes orthogonales est déterminée par
I'équation f(r.y) = C. soit r°> 4 y> — 2Cy = 0. Ce sont des cercles
passant par l'origine et centrés sur l'axe des y (5.8.3.4).
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8.2.2. Equations différentielles linéaires du ler ordre

Soit 1'équation différentielle du ler ordre
Flr.y.y)=0. (1)

D aprés les définitions du 8.1. 'équation est dite linéaire. si pour tout
r fixé, F est une application linéaire ou affine en y et 3. Donc I'équation
(1) est linéaire si elle s’écrit sous la forme

ay(&)y +bi(x)y +c1(x) = 0. (2)

Dans ce cas F(r,

Y.
(£o.yo) tel que a;(z)
singuliéres 1'équation (

Y ) = a3 (z). Toute solution passant par un point

0 est dite singuliére. En dehors des solutions
2) est équivalente a

y' —a(r)y = b(x) (3)
ou a(r) = —21((";)) b(x) —le((i; L’équation
Y —a(z)y=0 (3)

est appelée équation homogeéne (ou sans second membre) associée a 1'équa-
tion (3).

On supposera dans ce qui su1t que a(x) et b(x) sont des fonctions
continues sur un intervalle 7 de F

8.2.2.1. Proposition

Toute solution de 1'équation (3) s’obtient en ajoutant a une solution
particuliére de cette équation. toute solution de 1'équation homogeéne (3’)
assoclée.

Preure — Soit f(z) une solution quelconque de (3). Donc:
f'(@) —ale)f(z) = blr).

Soit fi(r) une solution particuliére de (3). on a:
file) —a(z)fi(x) = b(x)

en retranchant membre a membre ces deux équations on obtient :
(f = f)(x) = ale)(f = fi)lz) =

La fonction f — f; est une solution de (37). L'intégration de (3) se
fait donc en deux étapes:

1) recherche de toutes les solutions de (3")
2) recherche d'une solution particuliére de (3).

Premiére étape — Soit A(z) une primitive de a(z) sur I; la fone-
tion r — f(r) = exp A(z) est une solution de (37). En effet f'(r) =
a(z)exp A(r) = a(x) f(x).
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Soit g(z) une solution quelconque de (37) définie sur I. Posons h(x) =

%. (f(z) #0). On a:

h'(x) = 5

Donc h{z) = C.ou C est une constante: et par suite g(x) = C exp A(z).

Remarque : ensemble des solutions de (3') est un espace vectoriel sur =
de dimension 1.

Deuxiéme étape — Il reste & trouver une solution particuliére de (3).
Pour cela il est conseillé de procéder tout d’abord par tatonnements: on
remplace y par une fonction simple : une constante. r. (ou —r). £ (ou

—r?). % sin r. cos r, etc.. selon la forme de 1'équation.

Si les essais n'aboutissent pas. on utilise la méthode dite de la varia-
tion de la constante ou méthode de Lagrange : comme exp A(z) # 0Vzr €
I. toute solution g(x) de (3) s’écrit sous la forme g{x) = C(x) exp A(x):
d’ou I'idée naturelle de chercher g(z) sous cette forme. ou la fonction
C(x) est de classe 1.

Exprimons que g(z) = C(x)exp.d(z) est solution de (3) . On a:
C'(z)exp A(x) + C(r)a(z)exp A(r) — a(r)C(z) expA(r) = b(r) dou
C"(x) = b(z) exp [ A(x)].

8.2.2.2. Théoréme
Soit I’équation différentielle
v —a(r)y=0. (1)

ol a(z) est une fonction continue sur un intervalle / de k= . La solution
générale de (1) est de la forme:

y= KexpAlr)

ol A est une constante et A(x) une primitive de a(x) sur /. La solution
générale de 1'équation différentielle

Y —a(r)y=br) (2)

ol a(z) et b(z) sont des fonctions continues sur un intervalle 7 de [k, est
de la forme:

y= (K +C(z) exp Alz)
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ol A est une constante et C'(z) est une primitive de b(x) exp —A(x) sur
I

8.2.2.3. Résolution de 1'équation y = Bexp 3r

Soit I'équation ¥y —ay = Bexp 3z ol a . J et B sont des constantes
complexes. Compte tenu des propriétés de la fonction expar. on peut
appliquer la méthode de résolution ci-dessus & I'équation différentielle

¥ —ay = Bexp Jz. (1)
que 1'on rencontre fréquemment en physique.
Y —ay=0&y=RKexpaur. KNel.

On cherche une solution particuliére de 1'équation (1) sous la forme

g(x) = C(r)expaz ot C(r) est une fonction de classe C! de = dans
~. On obtient :
C'(r) = Bexp(3 —a)r.

Donc:

(1) sta = J . C(x) = Bx convient et on a: g(x) = Brexpar. La
solution générale de (1) est de la forme:

y=(Br+ K)exparJ

. B J - .
(i1) sl a # .7 . on peut prendre C'(x) = igw et la solution
—a
générale de (1) s'écrit :
Bexpd
y= Kexpar4+ 2P
J—a

8.2.2.4. Applications

1) Amortissement d'une dette, au taux d'intérét a . moyennant des
remboursements fixes ~.

Siy(t) est le montant de la dette & l'instant ¢. & l'instant ¢t + h, on a:
y(t +h) = y(t) + hay(t) —~h

dbﬁyﬁ+hi—yﬁl

Cette situation peut étre alors modélisée par 1'équation différentielle

= +ay(t) — 5.

Yy —ay+5 =0 (1)
Les solutions de (1) sont de la forme:

y= Nexpat+ <
o
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L amortissent d'une dette. contractée a un taux d'intérét a l'an. avec
des remboursements annuels 4, et amortie en 10 ans. est donnée par:

y=+-=(1—exp[-10a]).

J
o
2) Une particule radioactive p se désintégre a une vitesse v qui est

proportionnelle & la masse m de p 4 chaque instant. my étant la masse
Initiale, déterminer la période de désintégration de p.

dm

T km. avec k < 0, dou m(t) = C - ekt

Solution: On a v =

m(0) = my = m(t) mge*t . La période A de p est le temps au
bout duquel on a: m(A) = % = mge** . Cette égalité entraine que
_ Ln2
Tk

8.2.3. Equations a variables séparables
Equations homogénes

8.2.3.1. Equations & variables séparables

Soit I'équation différentielle
y = flr.y). (1)

On dira que I'équation est a variables séparables si f(x.y) = a{z)c(y):
1'équation (1) s'écrit alors

Y = a(z)e(y). (2)

On a déja étudié ce genre d'équation au 8.5.3.4. Si ¢(y) # 0 1'équation
s écrit sous la forme:

w=a(z)dz—b{y) dy=0. ou b(y):c—(la. {(3)

Si A(z) (resp. B(y)) est une primitive de a(x) (resp. b(y)). la fonction
fle.y) = A(x) — B(y) vérifie w = d f. Donc w est exacte et les solutions
de (3) sont définies implicitement par 'équation A{x) — B(y) = K. K
constante.

Eremple: résoudre 1'équation
ey +y=y (1)

Les fouctions dont les graphes sont respectivement (0.0) la droite
y = 0 et la droite y = 1 sont solutions de (1). En dehors de ces solutions,
I"équation (1) est équivalente a:

dy dr
=42 =" 0. 2
yy—-1) = 0 2)

w
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Les solutions de (2) sont données implicitement par 1'équation :

/——dy‘ - / dr _ KR.soitinly—1{-=1Injy|=In|z|+ KA.
yly=1) x

y—1
-1 . -1
D’ou l(i—)l =lrlef = Y=~ = Cr. Cétant une constante.
Y Y
On tire de cette relati !
n tire de cette relation: y = :
e ge Y=1_-¢Cz

8.2.3.2. Equations homogénes

Une fonction f(x.y) est dite homogéne (de degré 0) si:
flre.ty) = flz.y). Ve yt. t#0.
Une équation différentielle
v =flay (1)

est dite homogeéne. si f(z.y) est homogeéne (de degré 0).

Soit (M(z.y). MT) l'élément de contact défini par (1). Si l'équation
(1) est homogene. la tangente au point M'(Ar. Ay) (A # 0) est parallele
& MT. Donc l'ensemble des courbes intégrales de (1) est globalement
invariant par toute homothétie de centre O.

. 1
Par suite y' ne dépend que du rapport Y En posant t = —(xr # 0)
r xr
I'équation (1) devient

) :
y=r(1Y) (2)
x
Posons v = 2. alors y = tr et ¥y = v'r + v. L'équation (2) se
x

transforme alors en 1'équation: 'z + v = f(1.v). soit:

dv

d‘I:(f(lw')—l') (3)

==

et 1'on est ainsi amené a résoudre une équation & variables séparables.
Eremple: résoudre 1'équation :
/
yly+er)—(y—2)=0. (1)

(1) admet pour solution singuliére la fonction dont le graphe est (0.0).
En dehors de cette solution singuliére.

,:y—r
y+«r

y (1) = (2)
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: I+ .
Posant y = vr. on obtient: rv/ = i qui est a variables sépa-
v

S d
[y e
1+ 1+ = xr

1, 5
= g ln(2? + 47 + Arctg % =C

rables. dou:

8.3. Equations différentielles
linéaires du second ordre
A coefficients constants
Soit
Flz.y.y'.y) =0 (1)

une équation différentielle du second ordre. Conformément aux défini-
tions de 8.1. I'équation (1) est dite linéaire. si pour » fixé l'application
(y.y.¢") = F(r.y.y") est une application linéaire ou affine de =3 dans

~

_. Dans ce cas l'équation (1) s'écrit :
alz)y” + b(z)y + c(x)y = f(x) (2)

I'équation (2) est dite & coefficlents constants si a(r). b(x) et ¢(xr) sont
des constantes.

Dans ce paragraphe. on étudie les équations de la forme
ay” + by +cy =g(x) (3)
ol a.b.c sont des constants réelles ou complexes. g(r) une fonction a
valeurs réelles ou complexes, continue sur un intervalle I de = . Comime

dans 8.3.2, on associe a (3) I'équation linéaire et homogéne :

ay’ + by +cy=0. (3"
En raisonnant de la méme maniére qu’en 8.3.2. on peut alors énoncer :

8.3.1. Proposition

Toute solution de I'équation (3) s’obtient en ajoutant & une solution
particuliére de cette équation. toute solution de l'équation sans second
membre (3') associée a (3).

8.3.2. Intégration de I’équation différentielle

y' +ay +by=0 (1)
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ol a.b sont des constantes réelles ou complexes. Soit f(x) une solution

de (1). on a:

f'(@) +af'(x) + bf(x) = (D* +aD+b) (f(2))

ou bien:

' +af +bf =(D*+aD+b)f
ou D est l'opérateur différentiel: D(f) = f'.
D aprés le paragraphe 8.2.3.3.
(D* +aD +b)(f) = (D= 3)- (D= a)](f) (2)

N . PN 2 2
ol a et J sont les racines du trinéme du second degré r- + axr +b = 0.

Posons (D — a)(f) = ¢ . Intégrer (2) revient 4 intégrer successive-
ment :

(D=3)p =0 (3)
(D =a)(f) = ¢ (4)
D aprés les résultats de 8.3.2.3. les solutions de I'équation (3) sont

de la forme: p = C"exp Jr . C' étant une constante arbitraire réelle ou
complexe. L'équation (4) s'écrit alors:

(D—=a)f=Cexpir

Et a pour solutions (8.3.2.3):

f(r) = Aexpar + Bexp Jzx. sia;é3<B:jC )
—a

et
f(r) = (dx + B)expar sia=J.

A et B sont des constantes arbitraires réelles ou complexes.

On peut donc énoncer

8.3.2.1. Théoréme

Soit 1'équation différentielle

y'+ay +by=0 (1)

Soient o et 3 les racines de I'équation r’4ar4+b = 0. appelée équation
caractéristique de (1). Les solutions de 1'équation (1) sont de la forme :

y=dexpar+ Bexp Jr. sia#J
y=(Ar+ B)expar. sia=.7]

ou 4 et B sont des constantes arbitraires réelles ou complexes.
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8.3.2.2. Remarques
1) Soit
v +ay +by=0. abcZ. (1)
) Sl a # 7 . expar et exp Jr sont des solutions particuliéres de
I’ equatlon (1) linéairement indépendantes. En effet si:
dexparxr 4+ pexpJr=0. Vre.reZ=. (2)

en faisant r = 0 dans (2). on obtient A + y = 0 et en dérivant (2) par
rapport a r. et en faisant r = 0. on obtient aX + Ju = 0 . La seule
solution du systéme

Atp=0 pour a # J.est A= pu = 0.
ad+ 3u=0

1) S1 a = 3. a vérifie: (racine double)
a’4+aa+b=0
2a4+a=90

Ces relations entrainent que expar et rexpar sont des solutions de
(1) inéairement indépendantes.

Donc les solutions de (1) sont définies sur = et constituent un espace
vectoriel complexe de dimension 2.

2) Si a et b sont réels
i) st a®> —4b > 0. a et 3 sont réels. et les solutions sont de la forme :
{y = dexpar+ Bexp Jr. sia# 3
= (Ar + B)expaux. sia=2J
ol A et B sont des constantes réelles arbitraires.
ii) si a? — 4b < 0. a et .3 sont complexes conjugués
a=A4+ipg. . I=A—ipu.

En remplagant dans dexpar + Bexp 3z (4. B complexes). expax
et exp Jr par exp Ar(cos pr + 1 sin pr). la solution générale se met sous
la forme::

y = (expAr)(Lcospur+ Msinpur)

ou L et Al sont des constantes réelles arbitraires. De 1) et 1i) on dé-
duit que les solutions réelles de 1'équation y”’ + ay’ + by =0 (a. b € =)
constituent un espace vectoriel réel de dimension 2.

3) Meéme si les constantes a et b sont réelles. on peut avoir a considérer
les solutions complexes de 1'équation ¥’ +ay’ +by = 0. Alors ces solutions
constituent un espace vectoriel complexe de dimension 2. Dans ce cas si

f(xr) est une solution complexe. alors la fonction f(r) . conjuguée de
f(x). est aussi une solution.
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8.3.2.3. Exemples

1) Soit I’équation différentielle y"' — 3y’ + 2y =0

Son équation caractéristique est r’> — 3r + 2 = 0: les racines sont
r1 =1 et ro = 2. D’ou la solution générale :

y=Aexpr+ Bexp2x. A B€EZR.

ii) L'équation différentielle y”’ 4y = 0 a pour équation caractéristique
r? 4+ 1 = 0. Les racines de cette équation sont r; =1iet ro = —i . Donc
les solutions sont de la forme:

y=Acosr+ Bsinx. A.B€Z.

ii1) Considérons 1'équation différentielle y" — 2y +y =0

Elle a pour équation caractéristique r> — 2r + 1 = 0. Celle-ci a pour
solution double 71 = 1 . Donc les solutions sont de la forme :

y=(Ar+ B)expr. A, BeE.

8.3.3. Recherche d’une solution particuliére de

V' +ay +by=g(z). abe Z. (2)

g est une fonction a valeurs complexes.

Comime pour le cas des équations différentielles linéaires du ler ordre.
on procéde par étapes:

1) On procéde par tdtonnements en remplagant y par une fonction
simple (z.sinz.cosz, e’ Inr.etc.) selon la forme de 1'équation:

2) On écrit si possible g(x) sous la forme dune somme de fonctions
plus simples

9(x) =Y gr(a).
k=1

puis on cherche une solution particuliére yx de I'équation y’' +ay’ +by =
gx (). Une solution particuliére de 1'équation y”’ + ay’ + by = g(z) est
k=1

alors de la forme y = Z Yk -
n

3) Si a et b sont réels, et g(x) est une fonction réelle. qui est la partie
réelle (resp. partie imaginaire) d'une fonction complexe h(x) « sympa-

thique » (cos 3z = Ze(e3 7). ¥ sin2r = I'm (e1+207) ).

On cherche une solution particuliére (complexe) de 1'équation y” +
ay + by = h(x). Si z;1(x) est une telle solution. alors Ze (z1(x)) (resp.
Im (z1(z)) est solution particuliére de ¥’ + ay’ + by = g(r).

En effet, posons: z1(x) = ki(x) +1ko(2). On a:
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A+ azi + bz = Ze (h(x))+1Im (h(x)).
Dol (a. b étant réels)

(k] + aki + bk1) + 1 (kY + akl, + bka) = Ze (h(x)) +1Im(h(2)).
Par identification on obtient :

k! + aky + bky = Ze (h(r)) .

kY + akh + bko = Im (h{z)).

4) g(x) est un polynéme de degré n: la forme de 1'équation montre

que 1'on peut chercher. comme solution particuliére. un polynéme P(r)
(de degré n si b # 0. de degré n+ 1, si b = () dont on déterminera les
coefficients par identification .

3) g(z) = P(z)expaz. ou P(r) est un polyndédme, 4 une constante

’
réelle ou complexe: on se rameéne au cas précédent en faisant le change-
ment de fonction dans 1'équation (2) y — . défini par y = zexp~r.

6) Méthode de la variation des constantes.

On sait que les solutions de 1'équation
V' +ay +by=0 (1)

constituent un espace vectoriel de dimension deux, dont on a déterminé
une base {y;(z). y2(x)} On cherche une solution particuliére de

Y' 4+ ay + by = g(x) (2)

sous la forme y = A1(2)y1(x) + Aa(2)ya(x) ol A1(x) et Ao(z) sont des
fonctions de classe C*. En reportant cette expression de y dans 1'équation
(2), on trouve:

g(x) = (Muh +Xy5) + (Mg + Adya)’ + a(My1 + Agya).
Il suffit alors de prendre A;(x) et Aq(r) telles que:

pV My, =0
{ Y1+ Axy2 (3)

A1y + Asyh = g(2)

Ce systéme linéaire a une solution unique en A;. A5 car le discriminant
des inconnues y;y5 — i y2 est différent de 0 pour tout .

Cette propriété peut étre vérifiée directement pour les valeurs trou-
vées pour y; et yo dans les remarques 8.4.2.2 .

8.3.3.1. Exemples

Trouver une solution particuliére des équations différentielles sui-
vantes :

1)y =2y +y=(z2+z2+1)expr
1

On pose y = zexpx: en reportant dans 1’équation on trouve =/ =
’4+r+1.
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3 2 4 3 2
z x- r z -
Donz= —+ —+4+r+Aetz=—~+—+—+Ar+B
3 2 ot 12 + 6 + 2 +
23 r?
On peut prendre comme solution particuliére z; = 12 + a + Eh
(A=B=0).dod y; = zyexpz .
2) Yy +y=cos?r
o 1 cos2x |, . o .
Comme cos™ r = 5 + 5 I"équation s écrit
"y = 1 n cos 2r
Vri=a Ty
On est amené a chercher une solution particuliére pour
1
1
= 1
Vity=, (1)
et une solution particuliére de
" 1 2Ar
Y +y=-cos2x = He | -e” . (2)
2 2
1 . S .
n=3 est une solution particuliére de (1). On cherche une solution
particuliére de
1
1 21r
+y=_e
) y 5
21z : h . 1" y ! 1
en posant y = ze-'* on obtient |'équation =" + 4i2' — 3z = 3 dont
. . 1 . _—
une solution particuliére est zo = —=. Donc une solution particuliére de

. . 1 _ . 1 .

(37) est yo = zpexp2ix = —gexp?u’ et par suite Ae (6 exp?lx) =
1 -

—g 08 2r est une solution particuliére de (2).

En définitive une solution particuliére de y” 4+ y = cos® r est f(r) =
1
— — —cos2z.
2 6

3)

"4+y=tgr ourre} EZ[
y y - g N p 2 . 2

On sait que y; = cos r et yo = sin z sont deux solutions indépendantes de
y’+y = 0. On cherche une solution particuliére sous la forme Ay +Aay2,
oll A1 et A, sont des fonctions de r de classe C'1. On doit donc résoudre
le systéme :

Mjcosr+ Mysine =0
—Ajsinz + Aycosz =tgr

Celui-ci a pour solution A] = —sinztgz et A, =sinr. Dol
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. . 1
/\1:—/smrtg.l’dr:smr—ln +tgr
cosx

As :/sinr dr = —cosz.

+tgx

et y = Adycosx + Agsinr = —cosxln
cos T

8.4. A RETENIR

1) L'équation différentielle

Yy —a(r)y=0

a : I C = — F étant une fonction continue a pour solution géné-
rale y = K exp A(z). o I\ est une constante arbitraire et A(z) une
primitive de a(r) sur l'intervalle I.

2) L’équation différentielle

¥ —alzx)y = b(x).
b .1 C % — & étant une fonction continue a pour solution générale
y= (K + C(x))exp A(xr). ot C'(zr)exp.4(z) est une solution particu-
liére. avec :
C(z) = [(b(x)exp—iA(x)) dr.

3) Les solutions de:

y' +ay +by=0. a.be” (1)

sont. a et J étant les racines de I'équation caractéristique r> +ar+b =
0.

y=Aexpar+ Bexp 3r. sia # 3
y=(dr+ B)expa, sia =173

A et B sont des constantes arbitraires, réelles ou complexes.
Les solutions de

y' +ay +by= f(r) (2)

sont obtenues en ajoutant aux solutions de (1) une solution particuliére
de I'équation (2).

8.5. Exercices et problémes

1) Intégrer les équations différentielles suivantes :
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a)y +ycosr = %sin?r.

b)y =14+tg’r.

A+ —1-y=0.

d) (y+3)dr+22dy=0.

) VI—12dy—2/1—y2dr=0.
f)rdy—ydr= /24y,

2) Soit I'équation différentielle ry’ — 2y — % = 0 . a) Déterminer ses
solutions dans les intervalles | — > . 0[ et ]0. +x[ .

b) Montrer que l'on peut «raccorder» ces solutions sur = tout entier

¢) Déterminer toutes les solutions sur = qui valent 0 pour r =1 .
2) Intégrer les équations différentielles suivantes:

¥ '+ 2y + 10y =sinx

y' +m’y = rcosmr

y' + 2y +y=-e"cos3r

v =3y +2y=ur.

y'+y=3sinz.

3) a) Intégrer 1'équation différentielle

v =5y +6y=0

b) En déduire les solutions de 'équation :
- e’

y// _ .)y/ + Gy — _2

ch”r

{en utilisant les résultats du 8.4.3.6) .

4) On considére 1'équation différentielle

(1+2%)y" +5zy +3y =0 (E)

a) Montrer qu’il existe deux polynémes P(r) et Q(x) tels que (1 +
)y + dry' + 3y soit. quel que soit r. la dérivée par rapport a z de
[y -P(x) +yQ(x)] .

b) En déduire la solution générale de (E) .

5) a) Trouver les solutions de 1'équation différentielle suivante :

2’ +3y°) de +y (vt +32%) dy =0 (E)

b) En posant x = u+ 1 . y = v . ramener ['équation différentielle

By—-Te+7)dr+(Ty—3r+3)dy=0
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4 une équation homogeéne. puis trouver ses solutions.

6) a) Intégrer 1'équations différentielle

(shr)y — (chz)y+1=0. (1)

b) Déterminer l'intégrale particuliére qui tend vers une limite finie
quand r tend vers —x: on désigne par (7 la courbe représentative.

¢) Déterminer l'intégrale particuliére qui tend vers une limite finie
quand r tend vers +>c: on désigne par (5 la courbe représentative.

d) Représenter graphiquement C'y et C's dans le plan muni d’un repére
orthonormé Oxzy .

e) Montrer que toute courbe intégrable passe par un point fixe A que
l'on déterminera.

7) Soit
Y +a(r)y=blx): (E')

une équation différentielle linéaire & coefficients périodiques de période 1:

on pose
a(r) = exp (—/ a(t) dz‘> .
0

a) Montrer que » — a(2) est une solution de 1'équation sans second
membre associée a (£},

b) Montrer que pour tout z.on a: a{x+ 1) = a(l) - a(z).
¢) Montrer que la solution générale y de (E) est définie par

= T bty
ylr) =a(r) <.~l—|— all) dl‘).

r r4l
d) On pose f(r)z/O %dl‘eth(r):/o LA

Calculer la dérivée de h: en déduire que 1'on a pour tout r:

fle+1) = f(1) + —= f(x).

e) Montrer que si a(1) est différent de 1, I'équation (£) admet une
solution unique de période 1 dont on donnera l'expression .

8) Equation de Bernoulli .

a) On considére I'équation différentielle

Yo+ fle)y = glx)y". (E)
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n

En posant : = y'~?. montrer que (E) se raméne & une équation

différentielle linéaire

F+ (I =n)f(x):=(1-n)glr).

b) Application : trouver les solutions de 'équation différentielle y’ +
rly=y3cosr .

9) D aprés la loi de Newton. la vitesse de refroidissement d un corps
quelconque dans 1"air est proportionnelle a la différence des températures
du corps et du milieu. La température de l'air étant de 20°C. le corps

se refroidit de 100°C & 60°C en l'espace de 20 minutes. En combien de
temps sa température tombera-t-elle a 30°C?

10) Une particule de masse m située & 500 m de la terre au temps
t = 0. fait une chute verticale. On suppose que la résistance de l'air R
est proportionnelle & la vitesse de la particule. On note g l'accélération
de la pesanteur. A quel instant la particule atteindra-t-elle la terre?

11) On veut déterminer les applications différentiables de =? dans =
qui vérifient 1'équation :

V(r.y) €27 l“g—f(l’-y)er%f(I-y) = (@t +yH? (E)
£ dy

1) Montrer que la fonction g(x. y) = (r*+y*)1/? est différentiable sur
=2 et que }2g(x.y) est solution du (E).

1
11) Montrer que f est solution de (E) si et seulement si F = f — 59
vérifie : OF OF
Vie.y) €2 r—(r.y)+yz—(ey) =0
dr Jy

1i1) En passant aux coordonnées polaires (r. 8) montrer que 1'équation
(E) devient :
oF
r—— =0.
or

En déduire les solutions de (E) .






Index historique

Archimeéde (287-212 avant J.-C.) : mathématicien grec, un des pré-

curseurs de P'analyse infinitésimale. A Syracuse, il dirigea des travaux
portuaires, navals et militaires.

Bernoulli (Les) : famille de mathématiciens suisses, qui joua durant
tout le XVIII€siécle un rdle de premier plan. Jacques (1654-1705), Jean
(1667-1748) et Daniel (1700-1782) ont établi des résultats importants,
en analyse, en calcul des probabilités et en mécanique.

Bernstein Serge Nathanovitch (1880-1968) : mathématicien russe,

ses travaux portent sur l’approximation des fonctions continues par des
polynémes et le calcul des probabilités.

Bolzano Bernard (1781-1848) : né a Prague, Bolzano fit des études
de théologie et de mathématiques. Prétre en 1804, il occupa la chaire
de philosophie de la religion en 1805 & 'université de cette ville, avant
d’étre destitué en 1819 pour ses idées non conformistes.

Cauchy Augustin Louis (1789-1857): né & Paris, Cauchy, aprés
I’Ecole Polytechnique, passa par ’Ecole des Ponts et Chaussées et par-
ticipa comme ingénieur & divers travaux publics. Membre de I’Académie
des Sciences en 1816, il fut le plus proligque des mathématiciens aprés
Euler. Son ceuvre, dont une part importante est consacrée a ’analyse,
embrasse tous les domaines des mathématiques.

Darboux Jean Gaston: né a Nimes en 1842 il mourut a Paris en
1917. Ses travaux portent sur la géométrie différentielle, la théorie de
Pintégration et les équations aux dérivées partielles. Il fut élu a PAcadé-
mie des Sciences en 1904 et est & lorigine de la modification compléte
du régime de la licence, de ’établissement du doctorat mention sciences
et du développement de 'université de Paris.

Dini Ulisse (1845-1918) : mathématicien italien, ses travaux portent
sur la géométrie et ’analyse, en particulier les séries de Fourrier.

Euclide (vers 295 avant J.-C.): fondateur de 1’école mathématiques
d’Alexandrie. On sait trés peu de choses sur sa vie. Son ceuvre fonda-

mentale, «les Eléments», codifie la mathématique grecque qu’utiliseront
aprés lul Appolonios de Perga et Archiméde.

Euler Léonhard (1707-1783): mathématicien et physicien suisse.
Un des plus grands mathématiciens de tous les temps et le plus pro-
lifique. Devenu aveugle vers 1768, il continua & travailler grace & une
mémoire prodigieuse. Son ceuvre couvre tous les domaines des mathéma-
tiques: calcul différentiel, équations différentielles, géométrie, fonctions
circulaires, mécanique,...

Fermat (Pierre de) : mathématicien frangais (1601-1665) connu pour
ses travaux dans le domaine du calcul infinitésimal et la théorie des
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nombres. Son célébre probléme (solutions entiéres de I'équation r?+y"* =
n

Z2%. n > 3) ne fut résolu. semble-t-il. que tout récemment.

Lagrange Joseph Louis (1736-1813): mathématicien frangais. a
fait d'importantes découvertes dans tous les domaines des mathéma-
tiques. Membre de la Commission des poids et mesures et du bureau des
longitudes dés 1795.

Leibniz Gottfried Wilhelm (1646-1716) : mathématicien allemand.
fut conseiller & la cour supréme de Mayence et conseiller de Pierre Le
Grand de Russie. Ses ceuvres en algébre et logique sont restées inédites
pendant longtemps.

Lipschitz Rudolf Otto Sigismund (1832-1903) : mathématicien
allemand. Travaux dans la théorie des équations différentielles et phy-
sique mathématique. théorie des nombres.

Mac-Laurin Colin (1698-1746) : mathématicien écossais. disciple de
Newton. Son traité des fluxions (1742) contient notammment la formule
du développement en série entiére d une fonction. qui porte son nom.

Minkowski Herman (1864-1909) : mathématicien allemand. inventa

la méthode dite « géométrie des nombres». consistant a utiliser des consi-
dérations géométriques en théorie des nombres. Il a aussi laissé des tra-
vaux importants dans la théorie mathématique de la relativité restreinte.

Newton (Sir Isaac): mathématicien britannique (1642-1727). En

1687 apparait son ceuvre ll)rincipale : Philosophie naturalis principia ma-
thematica dans laquelle il expose notamment ses travaux en analyse et
la théorie de la gravitation universelle

Polya George (1887- ): mathématicien hongrois. connu pour ses
travaux en analyse complexe. probabilité, théorie des nombres,

Riemann Georg Friederich Bernard (1826-1866): mathémati-
cien allemand. mourut de tuberculose. En plus de ses travaux en ana-
lyse. il jeta les bases de la topologie différentielle et de la géométrie dif-
férentiejlle. Les variétés Riemanniennes font encore 1'objet de recherches
mtenses.

Rolle Michel (1652-1719): mathématicien francais. Sa « méthode

des cascades » utilisée pour la séparation des racines des équations algé-
biques n’a qu'un rapport lointain avec le théoréme qui porte son nom.

Schwartz Hermann Amandus (1843-1921): membre des acadé-
mies bavaroise et prussienne des Sciences. succéda en 1892 & Welerstrass
a l'université de Berlin. Il a produit d’importants travaux en analyse.

Serret Alfred (1819-1885) : mathématicien frangals. Son nom reste
attaché a coté de celui de F.J. Frenet (1816-1900). aux foormules vecto-
rielles liant 1'arc. la courbure et la torsion des courbes gauches.

Taylor Brook (1685-1731): mathématicien anglais. Dans son ou-
vrage principal Methodus incrementorum directa et inversa (1713). il

établit la célébre formule a la%qelle son nom est resté attaché. ainsi que
d’autres résultats importants d analyse.

Weierstrass Karl Theodor Wilhelm (1815-1897): mathémati-
cien allemand. membre de 1'Académie des sciences de Berlin en 1856.
Aprés Cauchy et Riemann. il a achevé de mettre 1'analyse sur les bases
entiérement rigoureuses et il v a apporté de trés belles découvertes.
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Abscisse curviligne 192

Accroissements finis (théoréme des — 68,132)
Approximations 71

Arc paramétré 190

Archimeéde 14

Bolzano-Weierstrass (théoréme de — 34 )

Borne (— d’une fonction, — supérieure, inférieure - 18)
Boule (— ouverte, fermée 117)

Changement de variables (167)

Cauchy (suite de — 9, 35, théoréme de — 70, uniformément de — 54,
théoréme de — Lipschitz 216)

Continue (fonction — 39, 185, uniformément — 43)

Convergence (— simple d’une suite de fonctions 44, — uniforme 45)
Convexe (fonction — 52, 74)

Courbure (193)

Darboux (somme de — 147)

Dérivable (fonction — 61)

Dérivée (61, — & droite, — a gauche 65, — partielle 120)
Développements limités (95, 188)

Différentiable (— fonction 63, 122)

Différentielle (— d’une fonction 61, forme — 141, opérateur — 214)

Equations différentielles (141, linéaires du ler ordre 219, — & va-
riables séparables 222, — homogéne 223, linéaires du second ordre 224

Equivalentes (fonctions — 96, normes — 116)
Exponentielle complexe (213)

Extremum (— d’une fonction 64, 136)
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Fonction (— a variation bornée 35. — continue 39, 120, — continue
par morceaux 156. convexe 52.74, -— dérivable 61. — implicite 137, réglée
160, — en escalier 157. — intégrable 147. 155, — inverse 76. Affine par

morceaux 59)
Hopital (régle de I'— 72)
Hyperboliques (fonctions — 80)
Implicites (théoréme des fonctions — 137)
Inégalités (— de Schwartz. de Minkowski 177)
Infiniment (— grand. — petit 96)
Inflexion (point d'— 197}
Intégrable (— fonction 147. 133)
Intégration (— par partie 167)
Intérieur (— point 20)
Interpolation (89)
Intervalle (19)
Leibniz (formule de — 203)

Limite (— d'une fonction 21. 120. — a droite. — a gauche 23. —
d une suite 23)

Lipschitzienne (— fonction 30)

Mac-Laurin (formule de — 94)

Majoré (ensemble — 17, fonction — 18, suite — 18)
Maximum (64)

Monotone (fonction — 71. suite 33)

Moyenne (premiére formule de la —. deuxiéme formule de la — 165)
Normes (—. — équivalentes 116)

Orthogonales (trajectoires — 218)

Oscillation (— d une fonction 42)

Polynoémes (— de Bernstein 53)

Primitive (161)

Produit (— scalaire 117. — mixte 181. — vectoriel 182)
Rebroussement (point de — 198)

Réglée (fonction — 160)

Rolle (théoréme de — 68)

Schwartz (théoréme de — 133)

Stirling (formule de — 177)
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Stolz (Théoréme de — 49)
Subdivision (— d'un intervalle 147)

Suites (— adjacentes 38. —bornées 26. —convergentes 27. —de Cau-
chy 35. — extraites 23. — de fonctions uniformément convergente 13. —
de fonctions différentiables 83)

Tangent (plan — & une surface 140)
Tangente (application affine —. — a une courbe. — fonction 57)

Taylor (formule de —93. — Lagrange 93. 134. formule de — avec
reste intégral 177)

Torsion (194)

Triédre (— de Serret-Frenet 193)

Uniforme (continuité — 42. convergence 44)
Valeurs (théoréme des — intermédiaires 40)

Voismage (117)
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La collection Universités francophones, créée en 1988 a l'initiative de
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